Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



/^lo.jà< l6^j.oy.3S 



lUIllllllllllIllIlllllUllllllll 



HARVARD COLLEGE 




SCIENCE CENTER 
LIBRARY 



i 




; 



k 



[ 



^. ^ 



^ 



^EÇONS ELEMENTAIRES 



SUB LA. TIlEOilie DES 



» > 



FONCTIONS ANALYTIQUES 



1>A|I 



Edouard A. -FOUET» 

PROFESSEUR A l'institut OATBOLIQUE DE PAHIS. 



Deuzlèma édition, entiéralBeiit refondue. 



TOME I. 

LES FONCTIONS EN GÉNÉRAL. 




^%^^ 



PARIS, 
GAUTHUSR-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

OV BOKBAU O'ES LONGITUDES, DB l'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

Quai des Grands'-Augustius, 55, 

1907 



) , 



LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 



SUH LA THEORIK DES 



FONCTIONS ANALYTIQUES 



PARIS. - IMPRIMERIE GAUTHIER- VILLARS, 
3917^ Quai des Grands-Augiistins, 55. 




EXUBRIS^ 



GE0RGE.SARTON 






^ ^ 



LEÇONS ELEMENTAIRES 



SUR LA THEORIE DES 



FONCTIONS ANALYTIQUES 



PAR 



Edouard A.-FOUËT, 

PROFESSEUR A l'iNSTITUT CATHOLIQUE DE PARIS 



Denziéme édition, entièrement refondue. 



TOME I. 



• » 



LES FONCTIONS EN GENERAL 




PARIS, 
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU BURBAT DES LONGITUDES, DE l'BGOLE POLYTECHNIQUE, 

Quai des Grands-AugusLins, 55. 

1907 

\ • - . V . I . -- 1 1 

— G A [ ; 13 -* 



\Mûu4^ S€.Z?' 7'2 ^Oj 



B 



HARVARD 

UNIVERSITY' 

LIBRARY 

OCT 23 1961 



Tous droits de traduclion et de reproduction réservés. 



AVERTISSEMENT 



DE LA DEUXIEME EDITION. 



La première édition de ces leçons a été profondément 
remaniée. Tout en la complétant par Taddition de nombreux 
théorèmes, en la mettant au courant des recherches récentes, 
on s'est efforcé de préciser la rédaction, de corriger certains 
détails, d'apporter à Texposé des notions fondamentales 
toute la rig^ueur qu'exigent aujourd'hui les géomètres. 

, Bien des parties de l'ouvrage se sont trouvées ainsi plus 
que doublées ; aussi il a semblé bon d'en détacher l'introduc- 
tion pour en faire un tome à part. Après des considérations 
sur le nombre et la fonction, ce volume renferme les prin- 
cipes essentiels relatifs aux ensembles, des théorèmes géné- 
raux sur les principaux types de fonctions (fonctions disconti- 
nues, intégrables, à variation bornée, etc.), les classifications 
qui en sont la conséquence, enfin les définitions concernant 
les fonctions analytiques. C'est donc comme une introduc- 
tion à la théorie générale des fonctions. A cette esquisse 
d'ensemble, parfois un peu large, succédera dans le reste de 
l'ouvrage une étude très précise des fonctions analytiques : 
les théories y seront exposées d'une façon plus détaillée et 
élémentaire. 
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La lecture de ces leçons n'exige guère que des connais- 
sances bien courantes. Néanmoins, si toute étude mathéma- 
tique sérieuse développe, mais aussi présuppose, des habi- 
tudes de réflexion et une certaine force d'attention, il en est 
de même de celle-ci. Dès lors cet Ouvrage pourra servir à 
ceux qui commencent, comme à ceux qui veulent revenir 
sur leurs pas pour re viser leurs connaissances acquises. Il 
sera commode de s'y reporter pour avoir le sens précis de locu- 
tions que l'on rencontrera de plus en plus dans les innom- 
brables Mémoires dont la littérature des fonctions s'enrichit 
chaque jour, et qui semblent préparer aux Mathématiques un 
si JDrillant essor. 



PRÉFACE 



DE LA PREMIÈRE ÉDITION 



Dans le domaine mathématique, les diverses disciplines 
tendent sans cesse à se compénétrer. Plus une théorie se 
développe, et plus nombreux sont les points de contact, les 
relations, les analogies que l'on découvre entre elle et des 
branches qui, jusque-là, lui semblaient étrangères. Ainsi, 
les progrès de la Science mathématique, loin de lui faire 
perdre son caractère d'unité, resserrent les liens entre ses 
diverses parties. C'est là un fait capital, qui s'est affirmé 
surtout au cours du dernier siècle, et qui, sans doute, aidera 
désormais à réaliser de nouvelles découvertes. 

Mais, en même temps, la Science dont nous parlons gagne 
chaque jour en étendue comme en profondeur. Que le monde 
de la nature contraigne le géomètre à se poser certains pro- 
blèmes, ou qu'ils naissent de ses libres conceptions, ils 
surgissent de tous côtés : chaque question résolue en pro- 
voque cent autres, qui, à leur tour, sont l'occasion âe nou- 
velles recherches. La floraison est telle que l'on se demande 
si une même intelligence pourra longtemps encore embrasser 
sérieusement, même sans les approfondir, toutes les parties 
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d'un domaine si vaste, bien que chaque progrès effectif soit 
accompagné d'ordinaire de la découverte de procédés plus 
rigoureux et de méthodes plus simples. 

Dès lors, si l'étudiant comprend que l'unité de la Science 
mathématique lui défend de s'enfermer trop tôt dans des 
recherches spéciales, auxquelles fatalement, un jour, il devra 
se livrer, s'il lui faut acquérir d'abord des vues d'ensemble, 
il sent aussi qu'il est imprudent de s'attarder en chemin : il y 
a des étapes qu'il doit rapidement enlever. 

A ce titre, on peut regarder comme de quelque utilité les 
Ouvrages didactiques qui préparent la lecture de nos grands 
traités d'Analyse et des Mémoires originaux, en groupant 
les matières éparses dans de nombreux Volumes, en les 
résumant, en les simplifiant, en les isolant de questions plus 
complexes. 

Celui-ci est consacré à l'étude des fonctions analytiques. 
Cette théorie est sans conteste l'une des découvertes les plus 
brillantes du xix* siècle. En germe dans les écrits de Gauss, 
créée par Cauchy, Weierstrass, Riemann, elle est devenue 
entre leurs mains, et celles de leurs continuateurs, un mer- 
veilleux instrument : elle a ouvert à l'Analvse des voies 
toutes nouvelles, et elle semble lui promettre encore, dans 
un prochain avenir, de magnifiques conquêtes. 

Souvent, elle a permis de résoudre des problèmes difficiles 
par des méthodes très simples; mais parfois Ton s'y heurte 
à des questions délicates. Aussi, pour laisser à cet Ouvrage 
son caractère élémentaire, et néanmoins ne pas tromper le 
lecteur sur la complexité des questions qu'il touche, il a 
paru bon de réserver pour le texte les propositions les plus 
simples, et de renvoyer les autres à des notes. Dans ces 
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notes, nombreuses et denses, sont signalées les difficultés 
que les problèmes soulèvent ou les généralisations intéres- 
santes; on y trouvera parfois une orientation vers leur solu- 
tion, toujours des renseignements bibliographiques permet- 
tant de recourir aux sources : ainsi elles serviront de guide 
et de répertoire élémentaire pour les recherches. 

Il a également paru bon, pour rendre aux débutants la 
lecture plus aisée, de rédiger les premiers Chapitres de telle 
façon qu'il soit possible, sans grand inconvénient, d'inter- 
vertir l'ordre dans lequel ils sont placés. Plusieurs para- 
graphes s'y présentent même comme de brèves monogra- 
phies, qui pourraient être détachées du texte. 




TABLE DES MATIÈRES 



DU TOME I. 



CHAPITRE I. 

LB8 PONCTIONS EN GÉNÉRAL. 

§ I. — Z^ nombre et la fonction. 

Numéros. Haf^et. 

1. Le nombre : nombres rationnels et irralionnels, algébriques et 

transcendants, complexes i 

2. La fonction : évolution de cette notion; Euler, Cauchy, Riemann. 4 

3. Fonctions continues sans dérivée : courbes de Weierstrass» de 

Peano 8 

4. L'intuition sensible et la rigueur mathématique. Avantages du 

langage géométrique. Courbes continues, simples ou de Jordan, 
régulières, analytiques. Connexion i3 

%\\. — La notion de limite, 

5. La limite; notions diverses. La plus grande limite. Les deux cri- 

tères de convergence 19 

6. Passages à la limite successifs. Convergence uniforme et quasi-uni- 

forme 37 

§ in. — Aperçu de la théorie des ensembles. 

7. Premier point de vue : le nombre de leurs dimensions 3i 

8. Second point de vue; le nombre cardinal d'un ensemble. Ensembles 

dénombrables (nombres algébriques), ayant la puissance du con- 
tinu (nombres transcendants), ayant une puissance supérieure. 

Théorèmes 3 j 

8 bis. Ensembles ordonnés, bien ordonnés. Nombres ordinaux transfinis. 37 

9. Ensembles bornés; existence de la limite supérieure t\i 

10. Troisième point de vue : introduction du point limite. Loi de Bol- 

zano-Weierstrass ^-x 



XII TABLE DES MATIKRES. 

NuméroH. Piffes. 

11. Kosemble dérivé, réductible. Ensemble isolé, fermé, dense en lui- 

même, parfait; relations avec la puissance. Ensemble dense par- 
tout ou dense, non dense. Ensemble d'un seul tenant 44 

12. Étendue extérieure et intérieure d'un ensemble; ensembles mesu- 

rables J, ensembles non étendus. Mesure d'un ensemble au sens 

de M . Borel 5o 

13. Domaines continus; théorème de M. Jordan 54 



§ IV. — Quelques classifications des fonctions, 

14. Kunctions bornées. Oscillation dans un intervalle, à droite d'un 

point, en un point : théorème de M. Baire. Fonctions disconti- 
nues; leurs valeurs à droite, à gauche. Fonctions semi-continues. 
Fonctions ayant de> discontinuités de première espèce, réguliè- 
rement discontinues. Fonctions ponctuellement, totalement dis- 
continues. Principe de condensation des singularités. Les quatre 
nombres dérivés ; leur usage 55 

15. Divers types de fonctions discontinues. Fonctions mesurables, inté- 

grables (série de Riemann), ponciuelleuient discontinues, mono- 
tones, à variation bornée (leurs propriétés), satisfaisant aux 
conditions de Dirichlet, etc 62* 

16. Fonctions continues : théorème de Weierstrass. Divers types de 

fonctions continues : fonctions lipschitziennes, ayant une dérivée 
première, des dérivées de tous les ordres, analytiques 70 

17. Classification des fonctions discontinues d'après leurs représenta- 

tions en séries à termes continus : théorèmes de M. Baire 75 

18 . Autres classifications 77 



CHAPITRE II. 

LKS FONCTIONS ANALYTIQUES. 

§ I. — Fonctions continues, 

19. Continuité; continuité uniforme 79 

20. Propriétés des fonctions continues d'une variable 84 

21 . Fonctions continues à variation bornée 86 

22, 23. Fonctions continues de plusieurs variables 87 



§ II. — Fonctions analytiques en un point. 

24, 25. Leur définition. Equations de Cauchy-Rieinann 90 

26. Corollaires ; fonctions harmoniques 94 

27. Étude directe des fond ions de la forme /( ^ ) 97 

28. Interprétation géométrique; représentation conforme 97 



TABLE DES MATIERES. XIII 



§ III. — Fonctions analytiques dans un domaine, 

Humiroi. Pase«. 

29| 30. Ponctions uniformes et mulliformes. Fonctions analytiques; Cauchy 

et Weierstrass lo-j 

31 . Ordre d^un zéro ; zéros isolés. Fonctions entières io4 

32, 33. Singularités isolées des fonctions analytiques uniformes; p6les et 

points essentiels. Fonctions méromorphes io4 

34. Le point à Tinfini 107 

35. Substitutions ; groupes. Fonctions périodiques, automorphes iu8 

36. Fonctions analytiques de plusieurs variables m 



FIN DE LA TABLE DES MATIERES DU TOME I. 



LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 



SUR LA THEORIE DES 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 



CHAPITRE I. 

LES FONCTIONS EN GÉNÉRAL. 



§ L — Le nombre kt là fonction. 

1 . L'idée de nombre et la notion de fonction sont à la base de 
l'Analyse. 

On a d'abord considéré le nombre entier positif (*). Aussi les 
premiers Chapitres de la Science mathématique sont-ils consacrés 
à l'étude des propriétés du nombre entier, par suite à l'Arithmé- 
tique et à l'Algèbre (^). A leur domaine, on rattache les fonctions 
entières de variables entières et positives, à coefficients entiers et 



(*) « Le seul objet propre de la pensée mathématique, c^est le nombre entier 
positif. C'est le monde extérieur qui nous a imposé le continu, que nous avons 
inventé sans doute, mais qu'il nous a forcés à inventer. Sans lui, il n'y aurait 
pas d'analyse infinitésimale; toute la science mathématique se réduirait à l'Arith- 
métique ou à la Théorie des substitutions.... Sans doute, on vous dira qu'en 
dehors du nombre entier, il n'y a pas de rigueur et, par conséquent, pas de 
vérité mathématique.... Ne soyons pas si puristes et soyons reconnaissants au 
continu qui, si tout sort du nombre entier, était seul capable d'en faire tant 
sortir. » Poïncaré, Sur les rapports de V Analyse pure et de la Physique 
mathématique {A. M., t. XXI, p. 238). 

(') C/. MoLK, A. M., t. VI, p. 2. En Algèbre, le procédé le plus important est 
le calcul littéral : son emploi même est si général qu'on le prend souvent comme 
synonyme d'Algèbre. 

F. I 
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positifs, car l'élude de pareilles fonctions revient à celle de sys- 
tèmes de nombres entiers : on y ramène les nombres rationnels, 
positifs ou négatifs, et l'on établit qu'une égalité contenant des 
nombres rationnels peut être transformée en égalité équivalente, 
ne renfermant que des entiers positifs. 

Une première extension de l'idée de nombre a conduit au 
nombre rationnel. Entre deux nombres rationnels, si voisins soient- 
ils, on peut insérer une infinité de nombre rationnels : dès lors, 
ces nombres permettent de résoudre les problèmes de mesure avec 
telle approximation que Ton veut. Mais ils ne permettent pas de 
les résoudre exactement. Pour obtenir un ensemble continu de 
nombres (n° 13), on fait une nouvelle extension et l'on introduit les 
nombres irrationnels, que l'on divise en algébriques et transcen- 
cendants ('). Chacun d'eux est défini par une loi de séparation 
résultant des propriétés dont il jouit, une coupure faite dans l'en- 
semble des nombres rationnels (^) : elle permet de lui assigner 



(') Par nombre algébrique, on entend les racines des équations algébriques 
à coefficienls rationnels (les racines des équations à coefficients algébriques sont 
aussi des nombres algébriques). Le degré du nombre algébrique esl le degré de 
Téquation de plus faible degré à laquelle ce nombre satisfait. Aux nombres algé- 
briques sont opposés les nombres transcendants : par exemple, les deux nombres 
fondamentaux en Mathématiques, e et "tc, sont transcendants, comme l'ont montré 
Hermite (1873) et M. Lindemaan (1883); par contre, on ignore si la constante 
d'Euler C ( n* IIG) est un nombre algébrique ou transcendant. Vexistence des 
nombres transcendants sera établie plus loin (n" 8). 

(') On peut définir, avec Dedekind, chaque nombre irrationnel par une loi 
de séparation de tous les nombres rationnels en deux classes A et B, telles que : 
i** chaque nombre rationnel appartienne à Tune des deux classes et à une seule; 
2*> chaque nombre de la classe A soit inférieur à un nombre quelconque de la 
classe B; 3* il n'y ait pas dans la classe A de nombre plus grand que tous les 
autres, et dans la classe B de nombre plus petit que tous les autres. (Si cette troi- 
sième condition n'était pas réalisée, on aurait un nombre rationnel.) Vensemble 
des nombres irrationnels correspond à tous les partages possibles des nombres 
rationnels en deux classes jouissant des trois propriétés ci-dessus. 

Cf. Dedkkind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, 187a (3* édition, igoS). — 
Tannery, Introduction à la théorie des fonctions, a» édit., 1. 1. — Stolz, Allge- 
meine Arithmetik, etc. 

Il ne suit pas de là que pour définir un nombre il soit nécessaire de faire in- 
tervenir tous les nombres rationnels; car, de la définition précédente, on déduit 
aisément qu*un nombre ( rationnel ou irrationnel ) est encore défini par deux 
ensembles A et B de nombres rationnels particuliers jouissant des propriétés 2" 
et 3* ci -dessus, et tels qu'il y ait dans l'ensemble .A et l'ensemble B des nombres 
dont la différence soit inférieure à tout nombre rationnel e arbitrairement choisi. 
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une place dans Téchelle des nombres rationnels, el ensuite de le 
comparer aux autres nombres irrationnels; telles sont bien les 
conditions essentielles qui permettent de le considérer comme un 
nombre. De plus, ce sont des nombres d'un usage commode, car 
les règles fondamentales de calcul démontrées pour les entiers 
s'appliquent à ces nouveaux nombres (^). Le but principal de la 
théorie des fractions continues arithmétiques est d'obtenir systé- 
matiquement les nombres rationnels les plus simples qui appro- 
chent le plus près d'un nombre irrationnel (^). 

L'ensemble des nombres rationnels et irrationnels constitue 
l'ensemble des nombres réels ('). Un nombre complexe est 
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Kn particulier à une représentation décimale donnée, c'est-à-dire à un symbole 
de la forme a, bcd ..., tel qu'on ait le moyen d'en connaître le /i'*"** chiffre 
quel que soit /i, correspond une séparation de tous les nombres rationnels en 
Hslasses, par suite un nombre. Inversement, on peut obtenir la représentation dé- 
cimale de tout nombre défini par une coupure; elle est périodique ou non suivant 
la nature du nombre. 

La définition de limite nous permettra plus loin d'en déduire deux autres pro- 
cédés pratiques de définition du nombre ( n* 5, note); c'est à ces derniers que 
Ton a le plus souvent recours dans les démonstrations pour prouver l'existence 
•d'un nombre. La notion de limite supérieure peut rendre les mêmes services, 
et il est commode, dans l'enseignement, d'introduire cette dernière notion immé- 
diatement après la définition de la coupure. 

( * ) Dès l'Arithmétique, on a donc recours au principe dit de la perma nence des 
formes opé ratoires (Hankel, Vorlesungen ùber complexe Zahlen)^ que nous 
utiliserons fréquemment dans la suite. C'est lui qu'on a appliqué en inventant les 
racines imaginaires. Quand il faudra attribuer une somme aux séries divergentes, 
on cherchera des expressions pouvant être traitées comme des séries conver- 
•gentes au point de vue de la multiplication de deux séries, de la continuité, de 
l'intégration et de la dérivation terme par terme, etc. Voir n— 64, 86, etc. 

(*) On veut dire par là que, si l'on prend comme valeurs approchées d'une 

P P 

incommensurable une fraction à termes entiers - (fl' > o) et la /i'*"* réduite 7~» 

^ surpasse Q„ si la fraction est plus approchée que la réduite. 

(^) Par le mode de définition ci-dessus, les nombres irrationnels se rattachent 
au nombre entier : il en est de même de toutes les notions où intervient l'idée 
de limite (dérivées, intégrales définies, intégrales d'équations différentielles, etc.). 
d'est le procédé de Weiersirass. On peut même se placer à un point de vue plus 
strictement arithmétique, comme l'a fait Kronecker en Algèbre : c'est ce qu'en Ana- 
lyse a tenté M. Drach {A. E. N., 1898). 

Au lieu de chercher ainsi un fondement logique, ce qui conduit k prendre 
•comme point de départ le nombre entier, on peut inversement se préoccuper 
avant tout des valeurs numériques des grandeurs; on essaie alors d'en approcher 
par des nombres rationnels, qui à leur tour introduisent les entiers {cf. Min- 
JLOWSKi, Géométrie der Zahlen). 
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formé par deux nombres réels associés. Le symbole i les main- 
tient séparés l'un de l'autre, tandis que la connexion des deux 
nombres est marquée par le signe H- : l'emploi de ce signe est 
justifié par les conventions sur lesquelles repose leur calcul. On 
peut encore rattacher leur définition à celle des congruences de 
module x^-f- 1 ( •). 

Â l'étude du nombre se joindra celle de la fonction. 

2. La notion de fonction est aujourd'hui d'une extrême généra- 



(*) Les nombres imaginaires ou impossibles furent introduits au xyii* siècle 
pour permettre dans tous les cas la résolution des équations d^abord du second 
degré, puis du troisième et du quatrième : ils permirent à Euler de découvrir un 
lien entre les fonctions trigonométriques et l'exponentielle. Les doutes relatifs à 
la légitimité de leur emploi cessèrent après les résultats obtenus par Gauss (en 
Algèbre et dans la Théorie des nombres), Abel et Jacobi (dans celle des fonc- 
tions elliptiques) [cf. GavsSj Œuvres, t. III, p. 3. C'est lui qui substitua au mot 
imaginaires le terme plus heureux grandeurs complexes {Œuvres, t. II, 
p. 17Q)]. 

Cauchy les rattacha d'abord au calcul symbolique. « L'emploi des équations 
symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'écrire sous une 
forme abrégée des résultats compliqués en apparence.... » (Résumés de Turin ; 
Œuvres, 2* série, t. X, p. 116). A ce point de vue on peut relier celui d'Ha- 
milton qui regardait les imaginaires comme des grandeurs associées soumises à 
certaines règles de calcul. Cf. aussi Méray, Leçons nouvelles sur l'Analyse, 
t. I, Chap. TH. « Nous considérerons une imaginaire comme constituée par la 
simple association, dans un ordre déterminé, de deux quantités quelconques. ...» 

Plus tard, Cauchy ramena leur théorie à celle à^s congruences {Sur la théorie 
des équivalences algébriques substituée à celle des imaginaires. Exercices 
d'Analyse et de Physique, t. IV, 1847, P* ^7)- Deux polynômes f{x) et 9 {x) 
sont dits congrus ou équivalents selon le module g {x) lorsque leur différence 
est divisible par g{x). D'après la notation donnée en Arithmétique par Gauss, 
on écrit 

f{x) s 9{x) [mod^(^)]. 

Des congruences algébriques relatives an même module peuvent, comme les 
congruences arithmétiques, être combinées par voie d'addition et de multiplica- 
tion. Prenons pour module 2:^+1, et remplaçons la lettre x par 1, qui sera ainsi 
une quantité réelle indéterminée. Deux polynômes en i seront regardés comme 
égaux quand les restes de leur division par i^+i seront les mêmes. En particu- 
lier un polynôme en i sera égal à son reste; le polynôme i^ sera égal à — i, qui 
est le reste de la division de P par l'-j-i. Un polynôme sera congru à zéro (une 
imaginaire sera nulle), lorsque le nombre a-htp obtenu en y remplaçant i} 
par — I sera nul pour toute valeur de i. De là la justification de toutes les règles 
de calcul. 

De là aussi l'emploi d'imaginaires autres que ^— i, comme on le fait dans des 
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lité ; maïs c'est par une série d'évolutions que l'on est arrivé à cette 
extension ( * ). 

On est parti d'un petit nombre d'expressions arithmétiques 
simples, et de combinaisons simples de ces expressions, a Les pre- 
miers analystes, dit Lagrange (^), n'avaient employé le mot de 
fonction que pour désigner les puissances d'une même quantité. 
On en a ensuite étendu la signification à toute quantité formée 
d'une manière quelconque d'une autre quantité ; il est aujourd'hui 
adopté pour exprimer que la valeur d'une grandeur dépend sui- 
vant une loi déterminée d'une ou plusieurs autres. » Et ailleurs, 
précisant ces lois, il les ramène principalement à la dérivation, à 
l'intégration et au développement en série. 

Sans doute Euler regardait déjà comme une fonction ce qui a 
une expression analytique déterminée (') ou même une expres- 
sion définie par une figure. Mais dans le premier cas il restrei- 
gnait cette définition en admettant qu'il suffit de se donner une 
expression analytique pour qu'une fonction soit représentée par 
elle dans tout son domaine d'existence, et en se bornant à la con- 



recherches spéciales d'Arithmétique : cela revient à substituer à x^-^i un autre 
module {cf. Molk, A. M., t. VI, p. 8). 

La notion de nombre complexe a encore été éclaircie par les recherches de 
Weierstrass sur les nombres complexes à n unités principales {Œuvres, t. II, 
i883, p. ii3) et surtout par celles de M. Poincaré qui a ramené leur théorie aune 
question concernant la théorie des groupes ( C R., 188), i* semestre, p. 740. — 
LiE-ScHEFFERS, Vorlesungen uber endliche continuieriiche Gruppen, p. 6a i). 

Cf. aussi Encyklopàdie der niathem. Wissensch., t. I, p. i47- 

(^) Leibniz et les Bernoulli semblent, les premiers, avoir donné à ce mot une 
acception large {cf. Llouville, /. M., 1837, p. 71). 

(') Leçons sur le calcul des fonctions {Œuvres, t. IX, p. 9). — Sur les tra- 
vaux des géomètres du xviii» siècle, cf. Bertrand, Calcul différentiel et inté- 
gral, t. I. Préface, p. 28 et suiv. — Lacroix, Calcul différentiel et intégral, 
a* édition, t. I. Préface (1810). (On peut considérer cet Ouvrage comme résu- 
mant bien l'analyse ancienne, celle qui a précédé les travaux de Cauch}' et d'Abel.) 

(^) Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quomodocumque 
composita ex illa quantitate variabili. Il donne comme exemples : 

a H- 35, az — f\zz, az -\- b yjaa — zz^ c', etc. 

{Introductio in Analysim, édition de 1797, p. 4)- Lacroix défînit la fonction 
« toute quantité dont la valeur dépend d'une ou plusieurs autres, qu'on sache ou 
qu'oa ignore par quelles opérations il faut passer pour remonter de celles-ci à la 
première... Ainsi... la racine d'une équation du cinquième degré... est fonc- 
tion des coefficients de l'équation » (Lacroix, op, cit., t. l, p. 1). 
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sidération de ces fonctions, dites /une tio nés eontinuœ (*). Dan<> 
le second cas, Euler distinguait entre les figures définies par des 
lois exprimables au moyen de relations géométriques, et les autres 
ligures, par exemple les lignes et les surfaces naturelles : il excluait 
du domaine des vraies fonctions celles qui auraient correspondu 
à des courbes arbitraires, telles que celles dessinées par une corde 
vibrante ébranlée d'une façon quelconque. 

C'est qu'à cette époque les fonctions ne prenaient jamais nais- 
sance, comme parfois aujourd'hui, à l'occasion de considérations 
de logique pure ou d'esthétique : on les introduisait uniquement 
pour répondre à des problèmes pratiques tirés de la Géométrie, 
de la Mécanique ou de la Physique. Leur mise en équation comme 
leur solution reposait sur des hypothèses regardées comme néces- 
saires, alors qu'elles étaient surtout commodes et approximative- 
ment exactes. La conséquence en était le sujet des fonctions ne 
jouissant pas des propriétés correspondantes, comme de créations 
purement artificielles ou dont on n'avait même pas l'idée. 

Néanmoins, ce fut à l'occasion d'une question de Physique ma- 
thématique, lors de la fameuse discussion relative au problème des 
cordes vibrantes (n" 83), que l'idée de fonction s'élargit. On vit 
qu'une même série Irigonométrique pouvait être égale à une pre- 
mière fonction dans un intervalle, et à une seconde fonction dans 
un autre intervalle : une expression analytique unique représen- 
tait deux fonctions différentes. Il fallait donc laisser de côté le cri- 
térium donné par Euler. Sa définition était trop étroite, puis- 
qu'elle conduisait à exclure du domaine des fonctions celles qui 
n'ont pas une expression analytique unique ('^). Elle était trop 



(') C'est Caucliy qui a donné au mot fonction continue le sens aujourd'hui 
classique. Le fait de la solidarité entre les diverses parties de la fonction, ana* 
logue à celle que Ton trouve dans les courbes algébriques, de Vuni/ormité entre 
les propriétés dont elle jouit dans divers intervalles, qu'Euler caractérisait par 
le mot de functio continua et que nous appelons aujourd'hui continuité eulé- 
rienne, appartient en réalité dux fonctions analytiques de variable complexe : 
nous verrons que c'est une conséquence de leur définition. 

(') Les deux expressions analytiques différentes : 

représentent la fonction unique \/x*-h t suivant que l'on a |j:|<i, |j7|>i. 
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large, car à une expression analytique donnée peut correspondre 
un ensemble de valeurs telles qu'il est peu convenable de la con- 
sidérer comme définissant une fonction unique (*). 

Fourier et Dirichlet, surtout Cauchy et Riemann précisèrent 
les définitions nouvelles. Pour Gauchy,,r est fonction de j; lorsque 
à chacun des états de grandeur de x correspond une valeur déter- 
minée de y. Si Cauchy paraît ensuite restreindre cette notion en 
supposant que cette correspondance est définie analytiquement(*), 
Riemann fait nettement abstraction de cette hypothèse : il insiste 
même sur ce qu'une théorie des fonctions en doit donner la figu- 
ration indépendamment d'une méthode permettant de les déter- 
miner par des opérations exécutées sur les grandeurs ('*). 

Aujourd'hui, il y a fonction dès que l'on imagine entre deux 
variables (ou bien entre une variable et un système de valeurs 
d'autres variables) une correspondance telle que, l'une étant 
déterminée, l'autre ait sa valeur fixée. Peu importe le procédé 



( ' ) L'expression analytique unique 

cosj? — -r cos3;ïr H- - C0S3JF — . . . 

représenle les deux fonctions différentes h- ^ et — ^ suivant qu'il s'agit des in- 

\ 4 



> -); (-> — )( voir n" 83 ). 



En parlant du prolongement analytique, nous préciserons le sens de ce mot 
une même /onction, lorsqu'il s'agit de fonctions analytiques {n'* 187). 

(^) A dire vrai, c'est seulement dans son langage, ce n'est jamais dans ses rai- 
sonnements que Cauchy suppose qu'à une fonction correspond une expression 
analytique. 

(^) Dissertation inaugurale. Œuvres (trad. p. 47)- 

La considération exclusive des fonctions rcprésentables analytiquement ne 
restreint pas pratiquement le champ des applications, parce que ces fonctions 
sont jusqu'ici les seules employées. Néanmoins, il existe des fonctions qui 
échappent à toute représentation analytique ( n** 17). 

Vnt fonction est représentable analytiquement lorsqu'on peut la construire au 
moyen d'opérations faites d'après une loi donnée, par exemple en effectuant une 
infinité dénombrable de fois au plus les opérations addition, multiplication, 
passage à la limite. 

Dans quel cas une expression analytique déterminée fournit-elle effectivement 
un procédé de calcul de la fonction? La réponse à cette question dépend de ce 
que Ton entend par effectuer réellement une opération. On peut dire qu'un cal- 
cul est illusoire quand il exige deux passages à la limite successifs, sauf si le 
second est relatif à une suite uniformément convergente. 
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par lequel on a élabli cette correspondance, et les conséquences 
analytiques qui en résultent; peu importe même la possibilité de 
rétablir («). 

Dès lors, si Ton considère une collection finie ou infinie de 
grandeurs (pour abréger, on désigne celte collection par le mot 
iïensemble) et qu'à chaque système de valeurs des éléments de 
l'ensemble on fasse correspondre un nombre, l'ensemble de ces 
nombres constitue une fonction définie sur l'ensemble consi- 
déré (2). 

En fait, c'est le plus souvent par une notation analytique que 
l'on définit cette correspondance, sauf en des points exception- 

nels. Ainsi les symboles — > sin— > e ■''9 e •*' représentent des 

fonctions ayant des valeurs déterminées pour x^o; à l'origine, on 
peut convenir qu'elles sont égales à tel nombre que l'on veut ('). 

3. Les définitions dans la théorie des fonctions étant ainsi rat- 
tachées au domaine purement spéculatif, nous ne sommes plus 
surpris d'entendre parler de fondions continues non dérivables, 
puisqu'il n'y a pas de lien nécessaire entre l'idée de continuité et 



(*) M. Tannery a bien mis en évidence la distinction à faire entre les corres- 
pondances qui sont déterminées et celles qui de plus peuvent èlrc décrites, ou 
encore la diflerence entre une loi que nous pouvons caractériser par un nombre 
fini de mots et une loi qui existe {cf. Revue générale des Sciences, 1897, p. i32 
et infra n" 9). 

(') I* L'ensemble sur lequel la fonction est déHnic peut être quelconque; il 
peut comprendre les valeurs rcitionncilcs, réelles, etc., un intervalle. Ainsi, dans 
la théorie des nombres, on considère souvent des fonctions définies seulement 
dans l'ensemble des nombres naturels : telle est la fonction bien connue ^(/t) 
qui représente le nombre des nombres premiers non supérieurs à n, 

2" La correspondance peut aussi être quelconque. Ainsi une expression égale à - 

X 

pour X entier^ et à zéro pour x fractionnaire ou irrationnel définit une fonction. 
Il en est de même d'une expression égale à -1- x^ ou — x- suivant que x est ra- 
tionnel ou irrationnel. 

Citons encore la fonction de Diricblct (/. de Crelle, t. 4, p. 169) définie par 
l'expression (c — rf) limriim(cos/i! rj?)*""] -h d, et dès lors égale à c ou à cf 

suivant que x est rationnel ou irrationnel. 

_j 
(^) Si l'on donne à la fonction e •<' la valeur zéro à l'origine, on peut la repré- 



senter, X étant quelconque, par Texpression analytique unique lim e ijc*-hi* 



n = 00 
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celle de dérivée. Si Ton peut regdirder pratiquement les fonctions 
continues comme ayant une dérivée, parce que les fonctions con- 
sidérées habituellement en ont une, logiquement il faut séparer 
ces deux notions. 

Les fondateurs du Calcul intégral avaient bien reconnu qu^une 
fonction continue peut ne pas être dérivable en des points excep- 
tionnels. Par exemple, la fonction représentée par x sin- 

pour ^ ^ o, et par zéro pour ^ = o, est continue à l'origine et n'y 
a pas de dérivée. Mais c'est le fameux Mémoire de Riemann sur les 
séries trigonométriques qui inspira les premiers doutes sur l'exis- 
tence de leur dérivée en général (*). 

A cette occasion, Riemann étendit la notion d'intégrale définie 
et l'appliqua à des fonctions discontinues dans tout intervalle. 
Il en résultait indirectement (Riemann, sans rien publier, fit con- 
naître cette conclusion) que les fonctions continues n'ont pas for- 
cément de dérivée, au moins en des points formant un ensemble 
dense partout (^). Le premier, Weierstrass donna un exemple de 
fonction continue d'argument réel n'ayant de dérivée déterminée 
pour aucune valeur de cet argument (') et par suite de courbe 



(*) Œuvres, p. 325 (trad. Lauqel, p. aSg). 

(^) Le premier exemple connu de pareilles fonctions est l'intégrale F(:z;) de 
la série de Riemann f{x) que nous formerons plus loin (n* 15) : c'est une fonc- 

2 Ai" -f" I 

tion continue, sans dérivée en tous les points > qui forment bien un en^ 

semble dense partout (on en conclut aussi que les notions d'intégrale et de 
fonction primitive sont différentes, n" 159); cf. Darboux, A, E. A'., 1876, p. gS; 
Picard, Analyse, deuxième édition, t. I, p. 218. Vn exemple élémentaire de 
fonction continue sans dérivée en une infinité de points formant un ensemble dense 
partout a été donné par M. Cahen {Enseignement mathématique, 1906, p. 36i). 

(^) Académie de Berlin, 18 juillet 1872 (WniiiRSTRASs, Œuvres, t. II, p. 71). 
Voir aussi Wiener, J, de Crelle, t. 90, p. 221. — Du Bois Rkymond, /. de 
Crelle, t. 79, p. 29 et Théorie générale des fonctions (traduction Milhaud). Du 
Bois-Reymond appelle fondions orthoïdes celles qui ont une dérivée. « Ce n'est 
pas Tanorthoïdie en des points isolés qui est un caractère dislinctif de la Mathé- 
matique moderne, mais l'anorthoïdie permanente de certaines fonctions... Si, 
aux valeurs d'argument distinctes, on fait correspondre d'une manière conve- 
nable des valeurs de fonctions distinctes, il se forme pour la fonction, dans le 
plus petit intervalle qu'on puisse imaginer, des différences de valeurs qui ne cor* 
respondent plus à l'image d'une courbe visible. La première idée d^une pareille 
correspondance est plutôt due à Lejeune-Dirichlet : il a incidemment recours à 
une fonction qui prend, pour des valeurs rationnelles de l'argument, une valeur 
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continue n'ayant de tangente en aucun point, ou encore de courbe 
ayant en chaque point une tangente, mais n'ayant pas de cour- 
bure (*). 

Il considéra la série très simple 

_, v^ , , ^ /a entier impair > i\ 

Jaâ \o constante positive < i/ 



M=0 



Cette série converge uniformément, car ses termes ne sur- 
passent pas ceux de la progression ^b" \ donc F(.r) est une fonc- 
tion continue (n" 66). Si Ton a ai < i, F{x) a pour dérivée la 
série (elle-même continue) 

F'(x) = — tt'V iaby sin(a«7ca:), 

car en ce cas F'(^j converge uniformément (n" 68). 

Mais, si afr surpasse i + — > F{^) ^'^ pl"s de dérivée. En effet, 
l'existence d'une dérivée exigerait que la fraction 

F(x -+- h)— Fer) 



A = 



h 



restât inférieure à e pour toutes les valeurs | A| < 8, £ étant arbi- 
traire et 3 un nombre déterminé. Or, des transformations assez 
simples (*) montrent que, dans le cas considéré, l'hypothèse 



constante c, et pour les valeurs irrationnelles une autre valeur d. Riemann nous 
a ensuite enseigné une méthode pour former des fonctions de ce genre : elle con* 
siste à additionner une série de fonctions auxquelles on donne certaines oscilla- 
lions ou discontinuités de plus en plus fréquentes... » (p. i3o). 

Peu après Weierstrass, M. Darboux présenta des types variés de fonctions con- 
tinues sans dérivée : fonctions continues sans dérivée pour les valeurs commen- 
surables, incommensurables, pour toutes les valeurs de la variable. Afémoire sur 
/es fonctions discontinues {A, E. N.^ 1873, p. 67; 1879, p. 195 ). 

(') L'intégration ne peut donner de pareilles fonctions, puisque les points où 
une intégrale n'a pas de dérivée appartiennent à l'ensemble des points de discon- 
tinuité de la fonction intégrée, et par suite à un ensemble qui doit être de mesure 
nulle (n« 159). 

(-) On en trouvera le détail dans tous les auteurs. Cf. Jordan, Analyse, 
2« éd., t. I, p. 3i6. — iiouRSAT, Analyse, t. I, p. .'175. — Tannery, introduc- 
tion, etc., a" éd., 1. 1, p. /|i5. — De la Vallée-Poussin, Analyse, t. I, p. 353, etc. 
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3 
I A ! < entraîne 



la' 



^>(l-^(''*>"' 



IJonc A augmente indéfiniment avec Tentier m, et, par suite, 
lorsque |A| tend vers zéro. 

Cette fonction continue sans dérivée est bizarre à bien d'autres 
litres : par exemple, elle a une infinité de maxima et de minima 
dans tout intervalle ( ' ), et la courbe représentative de la fonction 
a une longueur infinie entre deux quelconques de ses points ( -). 

En intégrant la fonction de Weierstrass, on obtient une nou- 
velle fonction dont la courbe représentative a une tangente qui 
varie d'une manière continue, mais n'a pas de courbure. 

Les courbes si curieuses remplissant une surface (') obtenues 
par MM. Peano et Hilbert conduisent aussi à des fonctions conti- 
nues sans dérivée en aucun point. Voici comment on peut définir 
une de ces courbes. 

Considérons un segment rectiligne {ab) et un carré Q de côté 
égal k(ab)\ partageons ce segment et ce carré en 9, g'-^, . . ., y", ... 
parties égales 8„, et en 9, 9^, ..., 9", ... carrés e'gaux qn* Pour 
chaque valeur de ai, nous numéroterons les 9'' segments o„ en sui- 
vant l'ordre dans lequel ils se présentent à partir de l'extrémité a, 
et les 9" carrés qn dans un ordre tel que chaque carré ait un côté 



( ') Daos lout intervalle, il existe une infinité de valeurs de x de la forme ■^) 

où p et q sont entiers. On démontre que, si q désigne un nombre positif arbi- 
traire, le quotient A tend vers — oo pour h négatif, et vers + oo pour h positif 
lorsque /? est impair; Tinverse a lieu si p est pair. Donc toute valeur impaire 
de p donne un minimum, toute valeur paire un maximum. Dés lors, dans tout 
intervalle, la fonction de Weierstrass a une infinité de maxima et de minima. 
Par suite encore c'est une fonction continue qui dans aucun intervalle, si petit 
soit-il, n'est ni constamment croissante, ni constamment décroissante. 

(') Cela lient à ce que la fonction F[x) n'est à variation bornée dans aucun 
intervalle (n* 15); dès lors la courbe correspondante n'est pas rectifiable au sens 
de M. Jordan (n" 156). 

La représentation graphique des fonctions de ce genre a été étudiée par 
M. Klein ( Cahiers auiographiés de Gôttinqen. Semestre d'été 1901 ). 

(^) En employant une expression que nous définirons plus loin, ces courbes 
ont une aire, c'est-à-dire l'ensemble des points de la courbe est mesurable au 
sens de M. Jordan, et sa mesure n'est pas nulle (n** 12). 
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commun avec le carré suivant {fi g. «)(*)• Enfin, nous ferons cor- 
respondre entre eux les segments et les carrés dont le numéro est 
le même. 
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Lorsque n croît indéfiniment, cette loi fait correspondre à 
chaque point m du segment (ai) un point M du carré Q et un 
seul. En effet, dans chacune des subdivisions successives de (a6), 
il y a un segment contenant m, A chacun de ces segments, qui 
sont compris les uns dans les autres et tendent vers zéro, corres- 
pondent des carrés contenus aussi les uns dans les autres, et dont 
les côtés tendent vers zéro : ils convergent donc vers un point 
limite M (2). De plus, il résulte de Tordre de numérotage adopté 
pour les carrés que la surface Q est décrite d'une manière con- 
tinue par ce point M en même temps que le segment («6) par le 
point m. Il existe donc des fonctions continues jr = cp(^),^ = tj;(/) 
définissant les coordonnées cartésiennes ^ et y de M, lorsque le 
paramètre t qui fixe la position de m sur {ab) croît d'une façon 
continue ('). Ces fonctions continues ne peuvent avoir de déri- 



( ' ) La figure indique Tordre à suivre dans le numérotage pour le cas de /i = 2; 
il suffirait de détacher les neuf carrc5 les plus voisins du sommet inférieur à 
gauche pour avoir la figure relative à la division en neuf carrés. 

(') Plus loin, nous rendrons rigoureux ce genre de raisonnement ( n** 5 et 10). 

(^) C/. Pkano, m, a., t. XXXVI, p. 157. — HiLBERT, M. A., t. XXXVIII, p. 459. 
— MoDRE, Traits. American M. S., 1900, p. 9a. — Picard, Analyse, a* édit., 
l. I, p. 32. — LKBKHGUKf Lcçons sur l'intégration, p. ^|4 et 117. 
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vée, sinon la courbe décrite par le point M aurait une longueur 
finie (n** 156). Ceci est absurde, puisque cette courbe passe au 
moins une fois par chaque point du carré Q et dès lors remplit ce 
carré. 

4. En traitant des fonctions, nous emploierons souvent le lan> 
gage géométrique, dont nous devons maintenant dire un mot. 

L'Analyse est redevable à la Géométrie, à la Mécanique et à la 
Physique de singuliers progrès. Non seulement ces sciences ont 
indiqué aux analystes des types fondamentaux de problèmes, et 
par là orienté leurs recherches; mais elles ont aidé à pressentir 
les solutions, suggéré des* méthodes, élargi les horizons, alors que 
la déduction logique était d'un faible secours pour les découvertes. 

Le Calcul infinitésimal a son origine dans des intuitions géomé- 
métriques et mécaniques : Newton, Leibniz et tout le xviii* siècle 
y ont fait souvent appel. Au xix* siècle, pour ne citer que trois 
noms, Monge a été conduit par l'étude des surfaces à des résultats 
relatifs aux équations aux dérivées partielles des deux premiers 
ordres. Riemann fait de l'intuition géométrique la base de sa 
Théorie des fonctions. C'est aussi le caractère de l'œuvre de 
Sophus Lie : il applique l'intuition géométrique à l'espace, et il 
augmente la puissance de cette méthode en utilisant l'idée plucké- 
rienne de l'espace généralisé, c'est-à-dire en remplaçant l'espace, 
ayant pour élément le point, par un espace dont l'élément serait 
la droite, la sphère, une quadrique (* ). 

Mais l'intuition sensible n'est pas une démonstration mathéma- 
tique. Pour définir ce qu'il faut entendre en Analyse par preuve # 
suffisante, géomètres et philosophes ont procédé par approxima- \ 
lions successives : jusqu'au milieu du dernier siècle, il y a eu bien ' 
des stades dans l'évolution de l'idée de rigueur mathématique. 
Autrefois, on a toléré dans les définitions et dès lors dans les dé- 
monstrations un certain vague ; tous les raisonnements par intui- 
tion, par induction ou par à peu près n'étaient pas exclus (2). Peu 

(*) Klein, Conférences du Congrès de Chicago ^ 1898 (trad. La u gel, p. 10). 

(') Pour citer l'exemple classique, on était amené à penser que toute fonction 
continue admet une dérivée, d'abord par induction, en passant en revue les 
fonctions qui se présentaient, puis par une intuition trop rapide qui équivalait à 
ce raisonnement : « Une fonction continue peut être représentée par une courbe 
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à peu, la rigueur absolue a pénétré partout : celle que l'on exige 
aujourd'hui ne sera plus surpassée (*), car on doit uniquement 
faire appel à l'intuition du nombre pur et au syllogisme. Gauss el 
Abel, Gauchj et Dirichlet, surtout Weierstrass, ont aidé à mar- 
cher dans cette voie. L'école de Berlin « ne cherche pas à voir, 
mais à comprendre » (^). 

Au contraire, il n'y a pas d'objection à faire au langage géomé- 
trique : c'est une manière d'exprimer des vérités analytiques, el 
Ton pourrait le remplacer par des équations et des inégalités. Pour 
éviter tout malentendu, Gauss a parfois pris sa terminologie dans 
les sciences biologiques, et M. Poincaré dans la Topographie ('). 
Mais la métaphore géométrique est plus commode ; car, des inter- 
prétations que l'on peut donner d'une conception analytique, la 
Géométrie suggère la plus simple. 

Ce langage figuré est concis et clair; il facilite l'interprétation 
des résultats et rappelle souvent un fait historique relatif à leur 
découverte. Lorsqu'il y a plus de trois variables, il permet, sans 
faire d'hypothèse sur la réalité d'un espace ayant plus de trois 
dimensions, de donner aux théorèmes des énoncés simples ; il 
peut créer des associations d'idées et suggérer des généralisa- 
tions (*). 



continue; et une courbe a évidemment une tangente. » Cette prétendue évideDce 
venait de ce qu'on croyait avoir l'idée d'une courbe et d'une droite sans épais- 
seur, tandis que de fait on voyait un trait et une bande de faible épaisseur. L'in- 
tuition montrait que le trait curviligne et la bande rectiligne empiétaient l'un 
sur Fautre sans se traverser. Si c'est là ce qu'on appelle une courbe et une tan- 
gente, il est clair que toute courbe a une tangente; mais la tangente ainsi définie 
n'a pas de rapport avec la théorie analytique des fonctions. On peut dire la même 
chose du cercle osculateur (Poincare, A. M., t. XXII, p. 5. — Klein, Confé- 
rences de Chicago, trad., P- 42)* La continuité et la densité, au sens de la théorie 
des ensembles, sont des propriétés que, par leur nature même, nos sens ne peu- 
vent percevoir. 
X Celte assertion tout mouvement a une vitesse appelle les mêmes réflexions. 

( ^ ) Cf. Poincaré, La valeur de la Science, p. ao. 

(^) « De là à l'égard de la Géométrie une certaine méfiance, qui est le carac- 
tère propre de l'école de Berlin; pour ainsi dire, elle ne cherche pas à voir, mais 
à comprendre» (Poincaré, A, M., t. XXII, p. 17). 

Cf. aussi Klein, Sur l'aritkmétization des Mathématiques {N.A,, 1897, P* " 4)- 

(^) Cf. Poincaré, Courbes définies par une équation différentielle {J. M.. 
1881, p. 383). 

(<) Cf. Poincaré, Analysis situs (J. E. P., a» série, i" Cahier, les premières 
pages). 
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J^es premiers exemples de représentation géométrique remontent 
à Descartes et à Fermât ( * ). 

Aux valeurs d'une variable réelle on fait correspondre les points 
d'une droite. Deux variables indépendantes (x, y) pouvant, être 
regardées comme des coordonnées, tout système de leurs valeurs 
est figuré par un point du plan. Quand les nombres représentés 
par x et r varient d'après certaines lois, le point se déplace en 
décrivant une courbe. La courbe est continue lorsque ses coordon- 
nées s'expriment par des fonctions continues x = ç(^), v = ^'(0 
d'un paramètre (*). Telle est la courbe de M. Peano. 

Une courbe continue définie dans un intervalle (^oï) est /er- 
mée lorsque les fonctions uniformes, finies et continues <f(t) et 
•A(^) reprennent les mêmes valeurs pour les valeurs extrêmes du 
paramètre. Une courbe fermée prend souvent le nom de contour. 

Une classe importante de courbes continues est celle des courbes 
simples ou sans points multiples : on les appelle souvent courbes 
de M. Jordan. Une courbe fermée est simple lorsque l'on peut 
déterminer les fonctions ci-dessus ç(/) et ♦i(/) de telle sorte qu'elles 
reprennent les mêmes valeurs seulement pour les valeurs extrêmes 
du paramètre. Une courbe non fermée est simple lorsque, (x^ , y^ ) 
désignant un point quelconque de cette courbe, les équations 
Xi = ç(/), yt = •i^(^) admettent une seule solution t = tt {^ ). 

Une courbe est régulière lorsque l'on peut choisir le paramètre / 



( ' ) Dkscartes, Géométrie. Paris, 1637. — Kkrmat, Varia op. math. Tolosœ, 1697. 

(^) La courbe oblenue en remplaçant t par une fonction toujours croissante 
d^une nouvelle variable n'est pas considérée comme diflférente de la première. 

(^) Cf. Jordan, Analyse, 2" édition, t. I, p. 90. 

M. Hurwitz a donné à cette définition la forme suivante {Congrès de Zurich, 
1897; C. /?., p. loa) : une courbe de Jordan est un ensemble à deux dimensions 
tel que Ton puisse établir une correspondance biunivoque et continue entre ses 
éléments (a;, y) et ceux d*un segment rectiligne tf^^f^T^si la courbe est ouverte, 
entre ses éléments et ceux d'une circonférence Ç = p cos/, t, = p sin^ si la courbe 
est fermée. 

Ainsi, la courbe de Peano n'est pas une courbe de Jordan, bien que les fonc- 
tions 9 et 4^ soient uniformes et continues, car la correspondance entre le seg- 
ment {ab) et le carré n'est pas biunivoque, ou encore la courbe se coupe elle- 
même. 

M. Schœnflies définit la courbe fermée un ensemble parfait qui partage le 
plan en deux ensembles satisfaisant respectivement à une certaine condition 
(Tun pourra être regardé comme intérieur à la courbe, Tautre comme extérieur) 
{M. A., t. LVIII, p. 198 et 2i6). 
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de telle sorte que les fonctions çp et <j^ aient des dérwées continues 
et non nulles à la fois, sauf peut-être en un nombre fini de 
points où ces dérivées passeraient d'une valeur finie à une autre 
valeur finie (♦). 

Une courbe est analytique dans un intervalle (^oT) lorsqu'on 
chaque point t^ de cet intervalle, x et y sont développables en 
séries procédant suivant les puissances positives de ^ — t^. Un point 
(^lï^i) d'une courbe analytique est point ordinaire ou régulier 
lorsque dans le voisinage de ce point l'une des différences x — j?i , 
y — yt peut être développée suivant les puissances positives de 
l'autre. Ainsi, pour la courbe 

ar = ai* -4-aj^'-t-. . ., y =: bit -h bit^-\-, , , 

analytique à l'origine, l'origine est point ordinaire lorsque l'un 
des coefficients ai, 6| n'est pas nul (*). 

Un contour est convexe lorsqu'une droite quelconque le coup<» 
en deux points au plus. 

Le voisinage (l'entourage, le domaine) d'un point O est l'en- 
semble des points d'un domaine continu cD contenant le point O 
et tel que la distance de O à l'un quelconque des points de 00 ne 
dépasse pas un nombre positif fixe ('). 

(*) On voit facilement qa'une courbe régulière peut toujours être partagée en 
un nombre fini de parties représentables par des équations de la forme y = /{x)^ 
X = f^{y)y où / et /i désignent des fonctions uniformes et continues ainsi que 
leurs dérivées du premier ordre. 

(') En effet, soit a, ^ o. Le théorème de l'inversion apprend que / est une série 
entière en x\ en en. portant la valeur dans l'expression de y y puis en ordonnant 
par rapport à :c la nouvelle série formée (n* 141), y s'exprime par une série 
entière en x. 

Si Ton a a^= 6^= o, a^^o, Torigine est un rebroussement de première espèce. 

(*) La distance de deux points {x^, y,, z^, ...; a:,, y,, ^,, ...) est définie par 
l'expression positive 

^{X^—X^ )2h- (jKo — ri )='H-. . . : 
leur écart par 

1^0— ^il-+-lro— rJ -+■•... 

En pratique, par voisinage d'un point, par exemple de l'origine, on entend le 
plus souvent le lieu des points dont les coordonnées vérifient Tune des inégalités 

a?»-4-r'<8S l^l + lrl<8'» |a:|<6' et |rl<6', 

c'est-à-dire on prend pour domaine (D un cercle, un rectangle, etc. ou encore, 
pour certaines démonstrations d^Analysis situs, un triangle contenant l'origiue. 
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La considération d'une variable complexe revient à l'association 
de deux variables réelles : aussi, on peut parler de variable com- 
plexe décrivant un contour, restant à Finlérieur d'un domaine. 
C'est la représentation classique de Gauss et de Cauchy, intro- 
duisant l'afHxe d'un point. 

Une portion du plan est dite connexe ou d*un seul tenant 
lorsque l'on peut joindre deux points quelconques pris dans cette 
portion par un chemin continu situé lui-même tout entier dans la 
portion considérée. 

Le domaine correspondant est à connexion simple, lorsqu'il 
comprend toute la région intérieure à tout contour fermé simple. 
On appelle domaine à connexion m,ultiple le domaine intérieur 
à un contour fermé simple C et extérieur à des contours fermés 
simples C, C, . . . extérieurs les uns aux autres et intérieurs à C. 

Etant données deux demi-droites rectangulaires Ox, Oy^ on 
appelle sens positif ou direct celui dans lequel il faut tourner 
pour amener Ox sur Oy par une rotation égale à un angle droit. 

Considérons d'abord un contour convexe tel que C {fig- 2) : le 




sens positif sur ce contour est le sens dans lequel un mobile doit 
cheminer, pour qu'il paraisse, relativement à un observateur inté- 
rieur au contour, se mouvoir dans le sens positif. 

Avec la disposition des axes ordinairement adoptée, un mobile 
décrit un contour dans le sens positif, lorsqu'il le parcourt de 
manière à avoir Taire entourée à sa gauche. 

Dans l'aire triplement connexe ('), indiquée sur la figure 3, la 



(^) Une surface est connexe lorsque deux points pris arbitrairement sur la 
surface peuvent toujours être réunis par un trait continu situé tout entier sur la 
surface. 

La connexion peut ôlre simple oU multiple. Une surface connexe est à con- 
nexion simple quand ses bords, si elle en a, se composent d^une ligne unique et 
que tout circMi/ (c'est-à-dire tout contour fermé ne se coupant pas) tracé sur la 
surface et ne rencontrant pas ses bords peut, par déformation continue sur la L 
surface, être réduit à un point. Considérons une surface ayant des bords (par 
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portion intérieure est celle qui n'est pas en hachures. Un mobile 
en décrit le contour dans le sens positif quand des observateurs, 
placés à l'intérieur de Taire et non loin du contour, voient ce 



'\ \ 




mobile se mouvoir dans le sens positif, au momenl où il parcourt 
les éléments du contour voisin des positions qu'ils occupent. On 
peut donc dire que |le mobile (marche dans le sens positif (avec 
la disposition ordinaire des axes) quand il se déplace dejmanière 
à avoir l'aire entourée à sa gauche. La direction positive de la 
tangente est celle qui correspond au sens positif adopté pour 
décrire le contour. 

La normale intérieure au contour est la direction de la nor- 
male ( MN, NFN') qui fait un angle égal à -h - avec la direction 

positive de la tangente. 

Si l'on a à considérer p variables complexes w|, ..., Zp^ on les^ 
fera se déplacer dans p plans différents, et l'on parlera du champ 
multiple cô, formé par l'ensemble des champs (Qj, . . ., (JO;,. 



exemple, pour donner des bords à une splière, il suflil d'y faire une entaille 
avec des ciseaux; pour donner des bords nu plan, il suffit d'v tracer un cercle de 
rayon très grund). On appelle coupure une section faite dans la surface avec 
des ciseaux et joignant deux points situés sur les bords. Une surface est à con- 
nexion simple lorsqu'il est impossible d'y tracer une coupure sans la morceler. 
F)n particulier une aire plane est simplement connexe lorsqu'elle n'a pas de 
trous. Deux coupures transforment l'aire à triple contour {fig- 3 ) en aire sim- 
plement connexe. 
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§ 11. — r^A NOTION DK LIMITE (*). 

5. Commençons par deux cas particuliers. Soit d'abord «©7 
Wi, ..., ii„, ... une suite infinie d'éléments réels ou complexes 
rangés dans un certain ordre. On dit qu'elle est convergente ou 
que ses éléments tendent vers une limite u lorsque à tout nombre 
positif donné e on peut faire correspondre un entier N tel que l'on 
ait \ Un — u\ <^t pour toute valeur de n supérieure à N (^). 

Soit encore fi^oc^y^ . . .) une fonction d'une ou plusieurs va- 
riables réelles ou complexes définie dans le voisinage d'un 
point (jFo, yçst ' . .), sauf peut-être au point lui-même. En ce point 
elle tend vers une limite / lorsque k tout nombre e on peut faire 
correspondre un nombre S tel que l'on ait \/(x, y^ . . .) — / 1 < e 
pour toutes les valeurs 

oI|ar — a:o|<o, o: l^-— 7ol<ôi I a? — a^o | -+- |r —7o | > " (')• 

1^ 

Ainsi les fonctions xsin — > x'^ sin-> e ** ont une limite à l'ori- 

X X 



(') Non seulement les notions de fonction continue» de série, de dérivée, d'in- 
tégrale, etc., et, par suite, l'Analyse entière, reposent sur l'idée de limite puisque 
toutes ces fonctions sont définies par leurs valeurs limites, mais encore, bien que 
les critères de convergence ci-dessous soient une conséquence de la définition 
des incommensurables et présupposent la notion du continu, néanmoins inver- 
sement la notion de limite est commode pour utiliser pratiquement la définition 
de ces nombres donnée plus haut. C'est à cause de cette importance que nous la 
détachons de la théorie des ensembles, dans laquelle elle rentre logiquement. 

(') De même, les éléments d*une suite augmentent indéfiniment lorsque, à tout 
nombre donné Ë, si grand soit- il, on peut faire correspondre un nombre N tel 
que Ton ait | w„ | > E pour w > N. 

Une suite de nombres réels est proprement divergente lorsque, ses termes gar- 
dant le même signe, leurs valeurs absolues croissent indéfiniment; elle est impro- 
prement divergente lorsqu'elle n'est ni convergente, ni proprement divergente. 

(^) On en déduit que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc- 
tion f{z) de la variable complexe z=x->riy^ mise sous la forme a(J7,y)-hiV(a7,^), 
ait pour limite a-^ib en un point Zq= x^-\- iy^^ c'est que les fonctions a et i^ 
convergent respectivement en ce point vers a vX b. 

De même la valeur limite d^une fonction de plusieurs variables complexes, 
envisagée directement sous la forme u{Xf y^ ...)-h«V(^, y^ ...), peut se définir 
par les valeurs limites des fonctions u et v^ quel que soit le nombre des variables 
réelles x^y^ .... 
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i 

gine (*); les fonctions sin- et e^ ne tendent vers aucune limite 

pour X = o. 

De ces cas particuliers on passe à la définition générale de 
limite en remplaçant soit l'ensemble des entiers sur lequel la 
suite Un était définie, soit Tensemble continu formant le voisinage 
de (^OîJKoj •••) P^r ^^f^ ensemble injini quelconque ayant le 
point (^o> J^0 7 • • •) /^ow point limite (^). Ainsi, soit f{x^y^ . . . ) 
une fonction définie sur un pareil ensemble : au point (x©, Vq, ...) 
elle converge vers une limite / lorsqu'on peut satisfaire à l'inéga- 
lité \f — / 1 <! e en tous les points (.r, )', . . .) appartenant à Ten- 
senible et dont la distance au [)oinl {^x^^ j'q^ . . .) reste inférieure à 
un nombre fixe. 

Quand une fonction est définie sur un certain ensemble, par 
exemple sur l'ensemble continu formant le voisinage de (xo^ya •••)> 
on peut appliquer la définition de limite à un ensemble infini ne 
contenant pas tout ce voisinage. Par exemple, une fonction /(jc) 
étant définie pour toutes les valeurs de j\, on parlera de sa valeur 
limite lorsque x tend vers zéro par des valeurs positives, ou bien 
augmente indéfiniment par des valeurs entières. En ce dernier 
sens, une fonction peut avoir en un point des limites difl'érentes : 
ainsi une fonction/(:;) pourra converger en Zq vers divers nombres, 
d'après le chemin suivi parla variable pour tendre \ers Zq ('). Au 
contraire, sur un ensemble déterminé, une fonction ne peut avoir 
■ qu'une seule limite, comme on le voit en raisonnant par l'absurde. 

Une fonction peut ne pas être définie en un point, bien qu'elle 



(*) Si Ton considère les Irois fonctions définies par ces symboles pour 2:<o et 
nulles pour x = o, ces trois fonctions ^ont continues à l'origine. En ce point la 
première n'a pas de dérivée, lu deuxième a une dérivée non continue et n'a pas 
de dérivée seconde^ la troisième a une dérivée continue et même des dérivées de 
tous les ordres. La première fonction tend vers sa limite (zéro) sans s'en rappro- 
cher constamment et en l'atteignant un nombre infini de fois. 

(^) C'est-à-dire tel qu'il y ait une infinité de points de Tensemble dans le voi- 
sinage du point considéré ( n" 10). 

1^ 

(') Ainsi la fonction e^' tend vers 7.éro ou augmente indéfiniment, suivant 
que X tend vers zéro par des valeurs négatives ou positives. 

De la, la distinction entre les valeurs limites de la fonction à gauche el à droite 
d'un point a?,, ou encore entre les limites postérieure et supérieure (notion qui 
sera généralisée au n» 14). Diriclilet les désignait par /{x^^-ho), f{x^ — o); 
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ait en ce point une limite déterminée (*). Si elle est définie en un 
point, sa valeur en ce point peut ne pas coïncider avec celle de la 
valeur limite de la fonction (*). 

On considère par définition -hoc comme un nombre supérieur 
à tous les nombres finis, — oo comme un nombre inférieur à tous 
les nombres finis. 

Cela posé, on dit qu*une fonction f{z) de variable complexe 
augmente indéfiniment pour 5 = 5© lorsque son inverse tend 
vers zéro. C'est dire qu'à tout nombre positif donné E, si grand 
soit-il, on peut faire correspondre un nombre positif 8 tel que 
l'on ait 

|/(3o-4-A)l>K pour o<|A|<ô. 



f{x^) représcnlait la valeur de la fonction au point a:j,[/(— o), /(o), /( -t- 0) 
s*il s'agit de Torigine]. 

»• On peut avoir /(a:^ 4-0) = /( J:«— o) >/(a7o). 

Exemples : Soient 

o{x) = lim --' ^i^) = *'"> : » 

on a 

çp(o)=i, 9(±:o) = o, 6(o)=o, ^/(±0)=:|. 

2* On peut avoir 

/(•2?o— o)</(^o) =/(jr.-f-o), 

ou réciproquement (nous dirons alors que la fonction est semi-continue, n* H). 
Exemples .-Soient 



œ(x) = a; lim » y( J?) = x lin» 



on a 

;p(i — 0)= — I, 9(i) = 9(1-^-0) = 1, 1^(1 — o) = +(i)=— i; 4;(H-o) = i. 

3* On peut avoir /{x^— o)yf{x^-h o)y (t\.f{x^) non défini en x^. 

x^ I 1 

(^) Les fonctions — » j; sin — > e~'^ ont à l'origine zéro pour limite : sans 

X jC 

convention complémentaire, par exemple relative à la continuité, elles ne sont 
pas définies à l'origine. 

1 

La fonction c* (5 complexe) non seulement n'est pas déterminée pour « = o, 
mais il est impossible de définir par continuité sa valeur à l'origine, puisque 
Ton obtient en ce point telle valeur que Ton veut, en faisant z tendre vers aséro 
par un chemin convenable ( n** 99). 

(^) C'est ce qui arrive en tout point où ja fonction n'est pas continue. 
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Ou écrira de même 

lim/(^) = /, lim/(-3) = oo, 

si l'on peut satisfaire aux inégalités 

|/(^)-/|<£, 1/(3) |>E, 

e et E étant choisis arbitrairement, et z prenant une valeur quel- 
conque de module supérieur à un nombre fixe (*). 

Pour décider de la convergence d'une fonction, on a souvent 
recours à l'un des critères suivants : 

Théorème I. — Pour qu'une suite de nombres réels Uq^ W|, ..., 
u,n ... qui ne vont jamais en décroissant ait une limite finie, il 
faut et il suffit qu'ils ne dépassent pas un nombre fixe. 

La condition est évidemment nécessaire. 

Elle est suffisante. Soit E-hi le plus petit nombre entier supé- 
rieur ou égal à tous les termes de la suite u. Partageons l'inler- 

valle (E, E-l-i) en dix parties égales; soil encore En — * le 

plus petit des nombres formés (o^e^^g) qui soit supérieur ou égal 
à tous les nombres de la suite u. En partageant encore en dix par- 



ties l'intervalle (Eh- — ? E H — ^ ) et en répétant indéfiniment 

cette opération, on détermine un nombre «i* (note 2, p. a) qui a 
pour représentation décimale 

6 = Eh 1 =T-i-...H '— -f-. .., 

10 10* lOP 

nombre que je dis être une limite pour la suite u (*). 

( ' ) De même, si Ton se borne aux valeurs réelles, on écrira 

lim f{x) = ly lim f{x) = f, 

lorsque /( r ) tend vers / pour Ç tendant vers zéro dans le premier cas par des 

valeurs positives, dans le second par des valeurs négatives. Le nombre / peut 
être fini, être égal à -h <x>, à — x. 

(^) Si nous avons divisé l'intervalle (E, E +1) en dix parties égales et non pas 
par exemple en deux parties, c'est afin d'obtenir en même temps une représen- 
tation décimale du nombre c. 
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En effet, des inégalités 

la seconde est vraie quels que soient n et p, la première est vraie, 
p étant déterminée, pour toutes les valeurs de n supérieures à un 
nombre fixe N. D'après la définition de C^ ces inégalités subsistent 
lorsqu'on y remplace Un par C, On a donc 

le — «//l<-^7 pour /i>N, 
ce qui justifie la proposition (*). 



(^) Voici quelques corollaires relatifs à la définition des nombres rationnels ou 
lirralionnels : 

I** Un pareil nombre 1^ est défini par une loi de répartition de tous les nombres 
(rationnels ou irrationnels) en deux classes A et B tel/es que tout nombre de 
Ja classe A soit inférieur à un nombre que/conque de la classe B. En effet, les 
nombres de la classe A et ceux de la classe B, rangés respectivement par ordre 
de grandeur croissante et de grandeur décroissante, ont des limites / et /'. On a, 
du reste, ^< /', puisque tout nombre supérieur à / est de la classe B comme ne 
pouvant être de la classe A; on a même / = /', sinon il y aurait drs nombres 
-entre / et /', et res nombres ne pourraient être ni de la classe A, ni de la 
classe B. 

Cette limite commune «léfinit le nombre L. Ce nombre L lui-même peut être de 
Ja classe A ou de la classe B. 

2" Un pareil nombre L est encore défini par deux suites de nombres a,, 
J)^{ai<, 6^), les uns ne décroissant Jamais, les autres ne croissant jamais, et 
tels que la différence entre deux nombres a„, b^ appartenant respectivement 
-aux deux suites descende, pour n injini, au-dessous de tout nombre donné. 
En effet, en pareil cas, ces deux suites ont respectivement des limites / et /'. De 
l>lus 1 = 1'; car des inégalités 

a<l^b^, a„'^l"^b„ 
•on déduit 

\l-f\l:à„~a„. 

Le nombre fixe | / — /' [ peut donc être rendu inférieur à s; par suite, il est 
•nul. Cette limite commune définit le nombre L. 

On donne à ce dernier corollaire une forme géométrique en disant qu'une 
suite infinie d'intervalles (a„6„) compris les uns dans les autres et tendant 
vers zéro définit un point. 

Remarquons enfin qu'au lieu de déduire ces deux corollaires de la notion de 
limite, on aurait pu, par les mêmes considérations, les regarder comme des 
conséquences de Texistence d'une limite supérieure pour un ensemble borné 
<n* 9). 
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Avant d'énoncer le second critère de convergence, nous intro- 
duirons avec Cauchy la notion de la plus grande des limites 
d'une suite de termes réels m©? "i? • • •? "/m • • • • 

Supposons cette suite bornée, et répartissons l'ensemble des 
nombres en deux classes X"êt B en convenant de mettre un nombre 
déterminé c dans la classe A ou la classe B suivant que la suite u 
a un nombre infini ou bien un nombre yi/it (ou nul) de termes 
supérieurs à c. Cette loi de séparation définit un nombre L, puis- 
que, d'après elle, un nombre quelconque appartient à l'une des 
deux classes et que tout nombre de la classe A est inférieur à un 
nombre quelconque de la classe B; ce nombre L est appelé \^ plus 
grande des limites de la suite w ( ' ). 

Pour toute suite bornée ce nombre L existe ; de plus, il jouit de 
la propriété suivante : si l'on considère les inégalités 

(i) L — e<Mrt<LH-e (e quelconque > o), 

on peut satisfaire à la première pour une infinité de valeurs de n 
à partir d'un rang quelconque, à la seconde pour toutes les va- 
leurs de /? à partir d'un certain rang. Cette proposition résulte de 
ce que, d'après la définition de L, les nombres L — s et L -+- e 
appartiennent respectivement à la classe A et à la classe B (^). 

(^) Dans le langage de la théorie des ensembles, la plus grande limite est le 
plus grand élément de l'ensemble dérivé (ou, s'il y a lieu, sa borne supérieure); 
en d'aulres termes, des points limites de l'ensemble ordonné considéré, c'est le 
plus éloigné de Torigine. De là la pleine justUicaiion de la dénomination adoptée 
par Cauchy. 

Il peut y avoir des termes qui dépassent la limite d'une suite, ainsi que 5a 
plui grande limite; il n'y en a jamais au delà de la limite supérieure de Ten- 
semble qu'ils forment. 

La limite supérieure (obère Grenze) et la plus grande limite coïncident dans 

les ensembles non bornés : c'est l'infini. Dans l'ensemble i, -* ..., -» .... ces 

2 n 

deux limites sont respectivement i et o. 

Ce que Cauchy désignait par la plus grande des limites {Œuvres, a' série, 
t. III, p. 121 ; t. X, p. 49, etc.), du Bois-Heymond l'appelle Obère L'nbestimmt- 
heitsgrenze (Antrittsprogr., 187 1; Allg. Funktionenth., p. 266), et M. Hada* 
mard limite supérieure pour n infini {J. Af., 1892). 

La définition de la plus petite des limites est analogue. 

Cette notion sera utilisée dans la théorie des séries entières (n" 75) et étendue 
aux suites à deux indices (n* 143); du reste, les considérations relatives à la plus 
grande limite s'étendent au cas d'une variable continue. 

(^) On peut aussi définir directement la plus grande des limites par les inéga* 
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Théorème II (Cauchy). — Pour qu'une suite de nombres 
réels «Q, W|, . . ., «„, . . . ait une limite u, il faut et il suffit 
qu^à tout nombre positif donné t on puisse faire correspondre 
un entier N tel que pour toute valeur de ni et de n supérieure 
à^ on ait \um — w« | < e. 

La condition est évidemment nécessaire, puisque des inégalités 

|«/«— w|<^* |m«— tt|<7 (/n>N, n>N) 

% 

on déduit que | Um — Un\ n'atteint pas e pour les mêmes valeurs 
de m et de A2. 

Elle est suffisante. £n effet, la suite donnée est bornée, puisque 
tous ses termes sont compris, à partir de ii», entre Un — e et 
Wrt -f- c ( ' ) ; donc elle admet une plus grande limite L, qui est 
finie. Posons 

M,n— • L = (a,rt— Un) -+- {Un— L). 

D'après l'hypothèse et en vertu de la propriété ci-dessus de la 
plus grande limite L, on peut déterminer un nombre fixe n de 
façon que \um — Un\ n'atteigne pas e pour toutes les valeurs de 
m supérieures à n, et qu'en même temps la quantité fixe | w« — L | 
soit inférieure à £. Par suite | u„i — L | n'atteint pas 2 s pour m >• n ; 
donc les nombres Um convergent vers L(*). 



lités (1). Pour prouver alors que, dans toute suite bornée, la plus grande des 
limites existe et est finie, on remarque que, d'après la loi de Bolzano-Weierstrass 
(n* 10), la suite u admet au moins un point limite. Quel que soit celui que 
ToQ considère L,, on peut satisfaire aux inégalités (1) pour une infînité de valeurs 
de n à partir de tout nombre N. De plus, si L, est le point limite le plus éloigné 
de Torigine, ta seconde inéi^alité (1) est vérifiée pour toutes les valeurs de n à 
partir d'une certaine valeur N. 

(') Si l'on avait déjà démontré la loi de Bolzano-Weierstrass (n*10), on pour- 
rait achever la démonstration en déduisant de ce fait que la suite a un point 
limite unique (puisque les points limites possibles sont ici compris dans un in- 
tervalle dont l'écart est as), et dès lors a une limite. Ainsi, si l'on suivait cet 
ordre, il serait inutile de parler ici de la plus grande limite. 

( ') Dans le cas d'une suite à éléments complexes, la démonstration est analogue. 
Voici une troisième d(>monstration où Ton ne parle pas explicitement de la plus 
grande des limites, et qui est applicable au cas où l'on considère, à la place des 
termes d'une suite w, une fonction /(a?) telle que Ton ait \f{x') — f{x')\ < e, 
par exemple pour toutes les valeurs de x' et x" supérieures à un nombre fixe. 

Considérons une suite arbitraire de quantités positives décroissantes e,, e,, £3, ... 
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Remarque, — Nous venons d^énoncer les principes de con- 
vergence en nous bornant aux ensembles dont on peut affecter 
les éléments d'un indice. Mais on démontre d'une manière ana- 
logue que, lorsqu'une variable continue x augmentant indéfini- 
ment, une fonction f{x) ne décroît jamais et reste inférieure à 
un nombre fixe, cette fonction tend vers une limite pour ;r infini (* ). 

De même, étant donnée une fonction f{x^ y^ . . .) d'une ou de 
plusieurs variables continues, définie dans le voisinage d'un point 
(xo, y^^ . . .) sauf peut-être en ce point, la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'en ce point elle tende vers une limite, c'est 



tendant vers zéro; soient N,, N„ N3, ... les nombres qui leur correspondent en 
vertu des hypothèses. (On peut s'arranger de façon qu'ils aillent toujours en 
croissant.) 

En particulier, pour tous les nombres v compris entre Nj et N,, on pourra 
écrire | m„— Mv I > ^n c'est-à-dire u^— e,< m^< u^4- «p et cela pour toute va- 
leur de n supérieure à Np Si nous appelons respectivement a, et 6, la plus 
grande et la plus petite des quantités u^— Sp {/.,+ e^ quand v prend toutes les 
valeurs comprises entre N, et N,, on aura 



a,<u„<b 



pour toute valeur de n supérieure à N,. 

De même pour tous les nombres v compris entre N, et N,, et pour toute valeur 
de n supérieure à N,, on aura 

c'est-à-dire 

en représentant par a, et 6, la plus grande et la plus petite des quantités a,, 
1/.^— e,; 6,, M^-h £, (v parcourant les valeurs entre N, et Nj,). 

On définira par le même procédé des nombres a^^ a^^ . . .; 63, 64, .« .; de là deux 
suites a,, a,, ...; ^,, h^^ ... qui sont respectivement croissantes ou stati on n aires, 
décroissantes ou stationna ires. Un terme quelconque de la première est inférieur 
à un terme quelconque de la seconde; car, si un terme a^^ surpassait 6|, il surpas- 
serait les termes u„ à partir d'une certaine valeur de n. Enfin la différence entre 
deux termes correspondants (a., b^) des deux suites est inférieure à ac,-, c'est-à- 
dire tend vers zéro. 

Les deux suites a tx. b définissent donc un nombre u; et ce nombre est une 
limite pour la suite i/^, a,, . . ., u„, . . .. 

(*) Même théorème lorsque, x diminuant indéfiniment, la fonction f{x) ne 
décroit jamais et n'atteint pas un nombre fixe. 

Le changement de variable - =• x — a conduit à des propositions analogues 

applicables par exemple aux fonctions qui ne décroissent jamais et ne dépassent 
pas un nombre fixe lorsque x tend vers a en augmentant toujours. 
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que |y(^', J^, . . .) — /{'^"t y"'> • • •) I ï^ende vers zéro lorsque les 
points (x', y ^ . • .), (x", y ^ - . .) tendent indépendamment l'un de 
l'autre vers le point (j:„, r©, ...)('). 

Cette proposition fondamentale est souvent appelée pri ncipe 
g énéral de con vergence (*^). 

6. Souvent on est amené à prendre la limite de la limite d'une 
expression, et plus généralement à effectuer successivement n pas- 
sages à la limite. Ainsi, soit F(^, a) une fonction de deux varia- 
bles :r et a qui convergent respectivement vers x„ et a©. Suppo- 
sons que F ait une limite /(:r) lorsque, x restant constant, a tend 
vers a^, et qu'ensuite /(x) ait une limite /(j?©) quand x tend vers 
x^. De même, supposons que F ait une limite f (a) lorsque, a res- 
tant constant, :p lend vers Xq, et qu'ensuite 'f (a) converge vers 
'^(a©) pour a= Xq. Les limites /(xq) et 'f(aQ) n'ont pas en général 
la même valeur ('). 

Il est intéressant de savoir quand on peut intervertir l'ordre des 
passages à la limite successifs sans changer la valeur du résultatfinal. 

C'est la question qui se pose dans le problème de la dérivation ^ 
d'une intégrale par rapport à un paramètre, de l'évaluation d'une 
intégrale double parle calcul successif de deux intégrales simples, 
dans la question de la continuité des séries à termes continus, de 
leur intégration terme par terme, etc (*). Pai* exemple, soit5(a:) 



(*) La démonstration est analogue à celle donnée dans la note (a), p. aS. 

(^) Pour qu'au point (j?^, y,,) la fonction fKx^y) converge vers une limite l^ 
il faut évidemment que /(a?, y^ tende vers / lorsque le point {x^y) tend vers 
(j?a, jKo) ^n suivant une courbe arbitraire- En raisonnant par l'absurde, on dé- 
montre que la réciproque est vraie. 

Mais il ne suffirait pas que/(j;,jK) convergeât vers une même limite / lorsque 
{x^ y) tend vers (^„, y„) en suivant une droite quelconque. Ainsi, considérons 
dans le plan >s = i la cardioïde /■ = aa(i + cosO), puis le c6ne ayant son sommet 
à l'origine et pour directrice cette cardioïde : désignons par /( J7, y) une fonction 
égaie à zéro sur la partie négative de Taxe des Xy et ayant pour valeur aux autres 
points du plan Pordonnée z positive correspondante du cône. La fonction f{x,y) 
converge vers o par toute droite aboutissant à l'origine, et elle converge vers i 
par la projection de la cardioïde considérée; donc elle n'a pas de limite à Porigine. 

(3) Ainsi le produit asin — a pour limite zéro si Ton fait tendre d'abord ot, 

puis X vers zéro. Il ne tend vers aucuno, limite lorsque x et a tendent vers zén» 
dans Tordre inverse. 

(*) Ces dernières remarques sont dues à M. Osgood {B, Americ, M. S., 1896- 
1897, p. 61). 



/ 
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la somme d'une série convergente en un point Xq^ et ^«(x) celle 
de ses a premiers termes : nous dirons à quelles conditions on a 

(/) lim [lim j^C^)] = *>"™ [*i™ *a(^)]« 

Ce dernier problème se résout par l'introduction d'une notion 
fondamentale, qui se rattache à celle de double passage à la 
limite : c'est la notion de convergence uni/orme vers une limite, 
gleichmâssige Kon\?ergenz (*). 

Soit F(x, y; a, ,3) une fonction on les variables (^, .y), (^t, ^) 
jouent des rôles différents : on la suppose définie aux peints (jt, y) 
d'un domaine fermé (0, quand les paramètres (a, ^) tendent vers 
un système de \aleurs finies ou infinies (ao, po)« 

Nous avons dit que cette fonction a pour limite y(:r, y), en un 
point (or, y)^ lorsque à tout nombre e on peut faire correspondre 
un nombre positif o, tel que l'on ait 

\ol|a — «oKo» o^ip— Pol<û/ 

Elle converge uniforme ment vers sa limite dans le domaine (0 
lorsque, dans tout le domaine, on peut satisfaire à ces inégalités 
pour une même valeur positive 3« de 3, c'est-à-dire pour une va- 
leur positive de 5 indépendante de {x^y) (*). 

Cette définition s'applique quels que soient le nombre des 
dimensions du domaine et celui des paramètres a, p. Elle ne sup- 
pose pas les variables réelles. 

En particulier, soient/, (x), /a (a?), ...,/a(:r), ... une suite de 
fonctions définies sur un ensemble E, et ayant pour limite f{x) 
sur cet ensemble E : fa{x) représente par exemple la somme 
des a premiers termes d'une série dont la somme esty(;r). Celte 
suite converge uniformément dans l'ensemble E vers f(x) si à 
tout nombre positif donné e on peut faire correspondre un en- 



( * ) Celte dénomination est due à Weicrstrass. 

(^) A chaque point {x^ y) de (£) correspondent une infinité de nombres 
positifs 8; soit A( x, y) leur limite supérieure. L'ensemble de tous ces nombres 
positifs A, relatifs à tous les points de CD, a une limite inférieure 6} positive 
ou nulte. La convergence est uniforme quand cette limite est positive. 
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lier N, le même dans tout l'ensemble, tel que Ton ait 

l/(^)-/a(^)|<e 

pour toute valeur de a supérieure à N (*). 

A chaque point x où l'on étudie la convergence correspondent, 
en général, des nombres N, qui dépendent de x (et de s), tels que 

rinégalité ci-dessus soit satisfaite pour toute valeur de a supé- J 

rieure à N : ce qui caractérise la convergence uniforme, c'est 
qu'en chaque point x on peut choisir ces nombres N indépendants 
de X (-*). 

Dans ces conditions, à partir d'un certain rang N et quel que 
soit le rang a auquel on s'arrête ensuite, les fonctions /«(^r) repré- 
sentent f{x) dans tout l^ ensemble E avec une approximation 
dont la limite supérieure e est un nombre fixe ('). 

Ainsi la fonction tend vers o ou i, pour a infini, suivant 

que l'on a :c^o ou j:^ = o. Elle lend ou ne tend pas uniformément 
vers sa limite dans l'intervalle a^x^6, suivant que a est positif 
ou nul (^'*). 



(') On déduit celle défniilion de la précédenle en annulant^' et p, el en don- 
nant à a une suite de valeurs enlières croissanl indéûniment. 

De plus, d'après le second crilére de convergence, on pourrait remplacer dans 
celle inégal i lé /(x) par /^^^(x), v prenant Tune quelconque des valeurs i, 2, .... 

(-) e étant donné, il y a, en chaque point de E, un entier minimum N(j;) tel 
que Ton ait |/ — /, I < « pour a > N. Quand ces nombres N(a7) ont une limite 
supérieure Jinie, la convergence est uniforme. 

(-^) Parfois on donne de la convergence uniforme une définition plus large en 
exigeant seulement que l'inégalité ci-dcs>us soit satisfaite pour une valeur par- ' 
ticulière a (a étant toujours indépendant de x), sans se préoccuper de savoir si 
elle est encore vérifiée pour les valeurs supérieures à x. La convergence uniforme 
ainsi entendue sert dans les questions d'approximation puisqu'elle donne une 
limite de l'erreur lorsqu'on s'arrête à un terme de rang déterminé; mais elle est 
de peu d'usage dans la théorie des fonctions. 

2 ft X /l' X 

(M Dans l'intervalle olarli, les fonctions — :, > ; — ; ne convergent 

pas uniformément vers leur limite o pour /i =4- ». 

En efTet, si petite que soit une valeur fixe x^ adoptée pour x^ el si grand que 
soit un nombre N, il y a toujours une valeur /i(/t > N) pour laquelle la première 
fonction prend la valeur i, pour laquelle la seconde dépasse tout nombre assigné, 
ei cela pour une valeur de x inférieure à x^. 

Du reste, dans les fonctions considérées en général, c'est la convergence non 
uniforme qui est le cas ordinaire. 
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Soit encore une intégrale F{x) à limite supérieure infinie 






Supposons qu'elle ait un sens pour les valeurs du paramètre x 
comprises entre x^ et x^^ c'est-à-dire qu'à tout nombre positifs 
on puisse faire correspondre, en chaque point x de l'intervalle 
(a?o^i)î un nombre L tel que l'on ait 



/ 



a 



<s pour a'> a > L. 



Ce nombre L dépend, en général, de la valeur x considérée dans 
l'intervalle (;rovr«); si l'on peut donner à L une valeur finie 
indépendante de x^ la convergence de l'intégrale vers sa limite 
est uniforme dans l'intervalle (xoX,) (*). 

I^a notion de convergence uniforme permet de donner des 
conditions suffisantes pour qu'une série à termes continus soil 
continue, pour qu'elle soit intégrable ou dérivable terme par 
terme, etc. Les conditions nécessaires et suffîsantes pour que ces 
séries jouissent de ces propriétés s'expriment simplement en élar- 
gissant la notion de convergence uniforme, et en introduisant avec 
M. Arzelà celle .de convergence quasi-uniforme ou convergence 
à traits (a tratti). 

On dit qu'une suite/4 (.r), /2('2:^)> ••• convergente dans un inter- 
valle («fe) y converge quasi-uniformément vers sa limite f{x) 
lorsque à tout nombre positif e si petit soit-il et à tout entier N 
aussi grand que l'on veul, on peut faire correspondre un nombre 
fini N' (N'^N) tel que, pour chaque valeur de x compris entre a 
et 6, il existe un entier a^, compris entre N et N' pour lequel on ail 

l/(^)-/a,(a:)l<Ê. 

Nous reviendrons sur cette notion en l'utilisant (n"* 66 et 67). 



(') On sait que, pour que la règle de Leibniz relative à la dérivation par 
rapport à un paramètre soit applicable à une intégrale, U suffit que l'intégrale 
fournie par l'application de cette règle converge uniformément. 



1 
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§ 111. — Apbrçu de Là théorie des ensembles (*). 

7. Puisqu'une fonction est un ensemble de nombres défini sur 
un domaine continu ou, plus généralement, sur un ensemble 
quelconque de nombres, il est naturel de faire précéder l'étude 
des fonctions de celle des ensembles, c'est-à-dire des collections 
d'objets déterminés et distincts, en nombre fini ou infini. Ces 
objets, appelés éléments de l'ensemble, sont des êtres mathéma- 
tiques quelconques : nombres, suites, fonctions, points, sur- 
faces, etc. 

L'introduction systématique de la notion d'ensemble, oulre 
qu'elle fournit dans toute l'Analyse un langage précis et souple, 
est presque indispensable au début de la théorie des fonctions, 
soit pour donner une base rigoureuse à plusieurs théories, soit 
pour déduire les propriétés des fonctions de la connaissance de 
leurs singularités. 

Comme premiers exemples d'ensembles citons les suites infinies 
d'éléments affectés chacun d'un indice; les nombres rationnels, 
algébriques, transcendants compris entre o et i; les valeurs d'une 
fonction f{x) bien déterminée pour toutes les valeurs ration- 
nelles, algébriques ou transcendantes de ^ appartenant à un inter- 
valle. 

Dans ces ensembles, chaque élément a un seul indice ou dépend 
d'une seule variable réelle. On appelle ensembles à une dimen- 
sion les ensembles de cette nature. 

FVenons deux ensembles à une dimension, et à chaque élément 



(^) Dans une première lecUire, on peut omeltrc certaines parties de ce para- 
graphe relatif aux ensembles. Le créateur de leur théorie est M. George Cantor; 
on trouvera les Mémoires qu'il a publiés depuis 1870 dans le Journal de Crelle 
ei les Math, Annalen, Les premiers sont traduits dans les A. M., t. II, i883: 
deux des derniers, plus importants, ont été traduits par M. Marotte (Hermann, 
*^9)« — Cf- aussi Jordan, Analyse, 2* édition, t. I, p. i8-a8; et /. M., 1892, 
p. 71. — BoREL, Leçons sur la théorie des /onctions. — Vivanti-Gutzmer, 
Théorie der Anal. Funktionen. — Encyklopàdie, 1. 1, p. i84, 2o3 et t. II, A, p. 4^. 
— El surtout ScHŒNPLiEs, Enlwickelung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten j où l'on trouvera un résumé excellent et très complet de toute la 
théorie, ainsi que de nombreuses références bibliographiques. 
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de Tun d'eux faisons correspondre un ou plusieurs éléments de 
Taulre. Les systèmes de couples de nombres ainsi obtenus déter- 
minent des ensembles à deux dimensions. Même procédé pour 
la formation des ensembles à 3, ...,/> dimensions. 

Ainsi une courbe peut être définie comme un ensemble à deux 
dimensions représentable, dans des conditions convenables, sur 
un segment rectiligne ('). De même, les valeurs d'une fonc- 
tion /(^,j') correspondant à des systèmes de nombres {x^y) 
d'un ensemble à deux dimensions, forment un ensemble à trois 
dimensions. Les suites infinies, dont les éléments ont chacun 
p indices, prenant indépendamment les uns des autres une infinité 
de valeurs entières, constituent des ensembles à p dimensions. 

Supposons numériques les éléments de l'ensemble. Chaque 
svstème de valeurs des éléments représentera (/?<3) ou consti- 
tuera (p>3) un point d'un espace ayant le même nombre de 
dimensions que l'ensemble. Ainsi, on pourra parler des ensembles 
de points intérieurs à une sphère ou à une hypersphère, et ayant 
pour coordonnées des nombres rationnels, irrationnels. 

8. L'ensemble des nombres rationnels compris entre o et i , et 
l'ensemble des nombres irrationnels appartenant au même inter- 
valle, renferment chacun une infinité d'éléments; mais on pres- 
sent que l'on a affaire dans les deux cas à des infinités bien diffé- 
rentes. 

De là l'étude des ensembles au point de vue de la nature du 
nombre de leurs éléments, de leur puissance (^). 



(') Ces conditions varient suivant qu'il s'agit de courbe de Peano, de courbe 
de Jordan, etc. Une courbe ne peut être définie d'une manière générale en disant 
seulement quel est reiisemble formé par ses éléments. Car les ensembles se pré- 
sentent comme des touts et, par exemple, Tensembie correspondant à la courbe 
(le Peano remplit un carré. Or. si dans la Géométrie de situation ou Analysis 
situs, créée par Riemann et Betti, on étudie la continuité géométrique des 
ensembles de points en laissant de coté la mesure des grandeurs, par exemple, 
on traile des positions relatives des éléments de l'espace sans se préoccuper en 
rien de leurs dislances, et si cette Géométrie qualitative sélend aux continuum 
à n dimensions, il est néanmoins essentiel d'y considérer la dim,ension comme 
un invariant et de distinguer la longueur de l'aire. 

(2) La puissance d'un ensemble est la notion générale que l'on obtient parla 
considération des éléments de l'ensemble, abstraction faite de leur nature et de 
leur ordre. C'est la généralisation de l'idée que nous nous formons du nombre 
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Deux ensembles sont dits de même puissance ou équivalentSy 
lorsqu'on peut les faire correspondre, élément par élément, d'une 
manière biunivoque, c'est-à-dire telle qu'à un élément du premier 
ensemble corresponde un élément du second et un seul, et réci- 
proquement. L'équivalence des deux ensembles E, C est indiquée 
par la notation E <^^ «!^. 

I ** Considérons l'ensemble formé par la suite des entiers positifs. 
Un ensemble est dit de prem,ière puissance ou dénombrable 
lorsqu'il est équivalent à cet ensemble. Ainsi, pour établir qu'un 
ensemble est dénombrable, il suffit de prouver que l'on peut 
ranger ses éléments dans l'ordre i, 2, ..., /i, ... de façon que 
chacun d'eux figure une fois et une seule (*). 

Comme exemples d'ensembles dénombrables, signalons : 

a. L'ensemble des nombres premiers et généralement tout 
ensemble infini détaché d'un ensemble dénombrable ; 

b. L'ensemble formé soit par l'addition d'un ensemble fini à un 



des éléments d'une collection finie : aussi Cantor appelle-t-il la puissance d^un 
ensemble son nombre cardinal. 

Cette expression se justifie en montrant que les puissances ont le caractère de 
grandeurs. Étant donnés trois nombres finis m, /i, /?, on a entre les deux pre- 
miers une, et une seulement, des trois relations m>/i; m=zn\ m</t. De plus, 
les égalités wi = /i, n = p entraînent m = p; et des inégalités m > « et n> p^ 
on déduit m> p. De là, la comparaison possible des grandeurs des nombres finis. 
C'est la possibilité de la comparaison des valeurs des puissances qa'il faut de 
même justifier. ( Cf, les Mémoires traduits par M. Marotte, p. 6, et Borel, 
Leçons, etc. y note I, p. 102. ) 

Les ensembles finis sont ceux dont le nombre cardinal est fini : les nombres 
cardinaux des autres ensembles sont dits transjinis. Le nombre cardinal de 
l'ensemble infini le plus simple, c'est-à-dire de l'ensemble dénombrable (M. Cantor 
l'appelle aleph-zéro et le représente par ^^), surpasse tout nombre fini, et est le 
plus petit nombre cardinal transfini. 

M. Cantor a emprunté le mot de puissance à Steincr, qui s'en servait pour 
exprimer la correspondance de deux figures géométriques. La notion de puissance 
avait déjà été donnée par Bolzano, dans ses Paradoxes sur l'infini. 

Parfois aussi, on remplace le mol représentation par application : alors ce 
terme (dont on se sert aussi quand il s'agit de la représentation de deux surfaces 
de Riemann Tune sur l'autre) n'a évidemment pas le même sens qu'en Géométrie 
infinitésimale. Nous définirons plus loin (n* 28) l'application continue. 

(') LVnsemble dénombrable est le plus simple des ensembles infinis; car on 
peut, de tout ensemble infini, détacher des ensembles partiels dénombrables. (Un 
ensemble fini n'est équivalent à aucune de ses parties*, tout ensemble infini a des 
parties qui lui sont équivalentes.) 

F. 3 
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ensemble dénombrable, soit par la réunion d'une infinité dénom- 
brable d'ensembles finis, soit par la réunion d'un nombre limité 
d'ensembles dénombrables (*). 

c. V ensemble formé par un ensemble dénomhrable d^ en- 
sembles dénombrables. En effet, soient 

^lll f^Mf •••î ^t\i ^ÎJî •••• ^31? ^3îî •••î ••• 

les éléments d'une infinité dénombrable d'ensembles dénombrables 
E4, Ea, .... Pour prou\er le théorème, il suffit d'écrire successi- 
vement les éléments dont la somme des indices a pour valeur 2, 
3, ... et de ranger d'après les valeurs croissantes du premier 
indice ceux dont la somme des indices est la même. 

Le même théorème s'applique aux ensembles d'éléments a^^^^,^ ,^, 
oii les indices représentent les éléments de n ensembles dénom- 
brables. En effet, on peut imaginer que ces indices ne sont autres 
que la suite des entiers positifs (zéro inclus). Dès lors réunissons 
par groupes les éléments dont la somme des indices est un nombre 

déterminé A, puis faisons a = o, i, 'a Il suffît de numéroter 

ces groupes, et de numéroter ensuite les éléments de chaque groupe 
(éléments qui sont en nombre fini) pour obtenir le rangement 
demandé (^). 

Ou en conclut que les nombres rationnels forment un ensemble 
dénombrable ('), ainsi que les nombres algébriques (*). 

( ' ) Ainsi 011 écrira 

n désignant un entier quelconque. 

(^) Cf. Cantok, y. de Crelle, t. 84, p. a43; A. M., t. II, p. 365. Ainsi on peut 

écrire ^J = «.» «i* = fc^o- 
(^) II n'y a qu'à appliquer le théorème à ces nombres écrits de la manière 

suivante : 

/i I i I \ /2 2 j -2 \ /3 3 3 3 \ 

\i 2 3 m / \i 3 5 n / \i 2 4 p ) 

D'après cette loi. chaque nombre rationnel est écrit une fois et une seule fois 
(on suppose que l'on garde seulement les fractions irréductibles). 

(*) Soit jT^-h /•,a7''"'-+-. . .-f- r^_,a; -H /*„= o une équation de degré n à coeffi> 

cienls rationnels déterminés. Celles des racines de celte équation, qui ne satisfont 

aucune autre équation à coefficients rationnels de degré moindre, forment un 

ensemble yî/ii E^ ^ de nombres rationnels de degré /ï. Si l'on donne à r,, . . ., r„ 

toutes les valeurs rationnelles possibles, l'ensemble £„ formé par tous les 
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2*' Considérons maintenant l'ensemble E formé par tous les 
nombres compris entre o et i . 7^ dis qit!il n!est pas dénom- 
brable ('). 

Il suffit de prouver que, si Ton considère un ensemble dénom- 
brahle quelconque E^, dont nous représenterons par â|, a2, ..-, 
a,,^ ... les éléments rangés dans un certain ordre, il y a des 
éb'ments de E qui n'appartiennent pas à Ë,/. 

Supposons tous les éléments de E^ compris entre o et i, et por- 
tons-les sur le segment (o, i). Soient Or^ et ar^ les deux premiers 
éléments de E(( qui se trouvent placés entre at et a 2 (*); nous 
su|)p()serons /^^ra? et nous remarquerons que Ton a ri^3, r2=4- 
De même, soient flr, e^t ar^\es deux premiers éléments de E^qui se 
trouvent placés entre ar^ et ar,\ nous supposerons Ta < r^ et nous 
remarquerons encore que l'on a r^^o, /*4 = 6. La répétition de 
cette opération conduit à une suite finie ou infinie d'inter- 
valles (cir^i_^<^ir^i) compris les uns dans les autres. Dès lors, ils 
définissent un intervalle (a^), intervalle qui se réduira à un seul 
point Y si les intervalles précédents tendent vers zéro. Vucun 
nombre intérieur à (a^) ne peut faire partie de E^; car, s'il existait 
un nombre a^ de E,i compris entre a et ^, son indice h devrait 
surpasser l'indice r/ quel que soit /v, ce qui est absurde pour des 
valeurs de r/ suffisamment grandes, car h est fixe, r/ grandit indé- 
finiment et enfin, dans aucun des intervalles de la suite considérée, 
il ne peut y avoir de terme de Ej dont l'indice soit inférieur à 
ceux des extrémités de cet intervalle. Le même raisonnement 
prouve que, si le nombre y existe, il ne peut être égal à un 
nombre a h de E,/. 

Puisque l'ensemble des nombres compris entre o et i n'est pas 
dénombrable, on peut l'adopter comme type d'ensemble ayant 



«nsembles E, ^ , c^est- à-dire Tensemble des nombres rationnels de deeré n, est 
dénombrable, puisque les nombres rationnels forment un ensemble dénombrable. 

L'ensemble des nombres algébriques s'obtient en donnant à n toutes les valeurs i, 
3, ..., ce qui conduit à un ensemble dénombrable d'ensembles dénombrables, 
donc à un ensemble dénombrable. ( Cf. Cantor, /. de Crelle, t. 77, p. 258. ) 

(*) Cf. Cantor, y. de Crelle, t. 77, p. a6o; A. M. y t. II, p. 353; Jahresb. d. 
Deutsch. Math. V., t. I, p. 57. — Borel, Théorie des fonctions, p, 14. — 
Tannbry, Introduction, etc., -j* édition, t. I, p. 107. 

(') Le mot premier se rapporte au rangement des éléments de E^ dans 
Tordre a^^ a^^ 
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une puissance différente de celle des ensembles dënombrables. On 
dira qu^un ensemble a la puissanc e du continu linéaire, s* il est 
de même puissance que la suite des nombres compris entre o 
et 1. (Des remarques ci-dessous permettront même de remplacer 
continu linéaire par continu.) 

Cet ensemble type une fois déterminé, on en constitue d'autres 
de même puissance par les procédés suivants : 

a. En supprimant un ensemble dénombrable dans un ensemble 
ayant la puissance du continu. Ainsi, en enlevant de l'ensemble 
o^:c^i les nombres algébriques, l'ensemble restant, c'est-à-dire 
l'ensemble formé par les nombres transcendants, a la puissance 
du continu ('). 

b. En réunissant une infinité dénombrable d'ensembles ayant 
la puissance du continu, ou même une infinité, ayant la puissance 
du continu, d'ensembles ayant la puissance du continu. Ce der- 
nier énoncé revient par exemple à dire que l'ensemble des points 
intérieurs à un carré a même puissance que l'ensemble des points 
formant le côté du carré, ou que l'ensemble des points compris 
entre o et i. 11 en serait de même pour les points d'un domaine 
ayant une infinité dénombrable de dimensions (^). 



(') Ceci prouve Vexistence des nombres transceodants. 

A propos de ce théorème, M. Cantor fait remarquer que l'on peut enlever d'un 
espace continu un ensemble dénombrable de points, sans que le mouvement 
continu dans l'espace ainsi modifie devienne impossible {M, A., t. \X, p. lai). 

(') Si l'on désigne par ^ la puissance linéaire du continu, le théorème pré- 
cédent permettait d'écrire ^ + ^o= ^(^ P^^^ suite, de la représentation décimale 
d^un nombre réel quelconque, rationnel ou irrationnel, on déduit d'abord 
J«^ = 10^», et plus général<:ment ^ = /i^*. Dés lors, on aura 

Donc, l'ensemble des points d'un domaine à un nombre dénombrable de dimen- 
sions a la puissance du continu. 

Cf. Cantor, A. M., t. II, p. 3i5, ou mieux M. A., t. XLVI, p. 488. — Borel, 
Théorie des fonctions, p. 17. 

Dans la correspondance d'ensembles ayant un nombre différent de dimensions 
ainsi entendue, on fait abstraction de la continuité de la correspondance entre 
deux ensembles continus : à deux points voisins du premier ensemble ne corres- 
pondent pas nécessairement deux points voisins du second. Mais pour certains 



■^ 
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Au point de vue de réquivalence, existe-t-il des ensembles de 
nombres réels en dehors de l'ensemble dénombrable et du continu? 
La réponse à cette question semble devoir être négative; il en 
résulterait que le continu formerait la puissance immédiatement 
supérieure à la première. 

Mais on peut définir, sinon concevoir, des ensembles dont la 
puissance surpasse celle du continu : tel est l'ensemble des fonc- 
tions d'une ou plusieurs variables réelles (*), comme l'a montré 
M. Cantor. On peut même définir des ensembles ayant une puis- 
sance supérieure à celle de tout ensemble donné (^). 

8 bis. Un ensemble fini ou infini étant donné, on en peut dispo- 
ser les éléments dans un certain ordre, et cela de bien des manières. 



ensembles, même de dimensions difTérenles, des correspondances continues sont 
possibles, comme nous l'avons vu dans les courbes de M. Peano. 
En d'autres termes, il est alors possible de déterminer des fonctions 

X,= X,(a7i, ...,a:„), ..., X^= X^Car,, . . ., a:„) {ri<p) 

continues dans un domaine d de l'espace (X|, ...i^r^) qui transforment ce 
domaine d dans un domaine D de l'espace (Xp . . ., X ). 

Le passage d'un ensemble à sa projection définie par X, =: J7,, ..., \^= x^ 
donne un exemple de ces transformations pour le cas où n>p. Les courbes de 
M. Peano en fournissent un exemple pour le cas où /></?. 

Une correspondance entre des continus d'un nombre différent de dimensions 
ne peut être à la fois biunivoque et continue; par exemple, dans la courbe de 
M. Peano elle n'est pas biunivoque. Cette importante proposition, établie déjà 
dans des cas particuliers (c/. IS'etto, /. de Crelle, t. 86. — Milesi, Rivista di 
Math., t. II, 1892, p. io3. — LuRoTii, M. A,, t. LXIII, p. av2) vient d'élre démon- 
trée d'une manière générale par M. Baire, C /?., i*'sem. 1907, p. 3i8. 

(*) L'ensemble des fonctions continues d'une variable réelle a seulement la 
puissance du continu, car ces fonctions sont déterminées dans un intervalle par 
leurs valeurs aux points rationnels de l'intervalle ( n» 19) et dés lors par une 
infinité dénombrable de conditions. L'ensemble des fonctions continues a donc 
au plus pour puissance ^^« = t^* H ^ même exactement cette puissance, car 
l'ensemble des nombres réels peut être regardé comme un ensemble de fonctions 
continues (constantes); or il a la puissance ^. 

L'ensemble des fonctions d'une variable a une puissance supérieure, la puis- 
sance ^^, qui n'est autre que 2^, car fc^^= (2^0)^= a«oN= 2^. (On a a**> ^. 

comme on le démontre en s'appuyant sur ce que 2^ est la puissance de l'ensemble 
des fonctions qui, pour toutes les valeurs de la variable, ne prennent que deux 

valeurs différentes.) 
(-) Cf. BoRBL, Leçons sur la théorie des fonctions, p. 107, 
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Par exemple l'ensemble des entiers positifs peut s'écrire (i, 2, 3, ...) 
ou hien (i, 4? 7? • • • ; 2, 5, 8, ... ; 3, 6, 9, . . .), etc. Les nombres 
rationnels peuvent être rangés par ordre de grandeur ou bien 
d'après l'ordre des \aleurs croissantes de leurs numérateurs 
(p. 34, note 3). 

Un ensemble est dit ordonné lorsqu'on a fixé une loi spécifiant, 
de deux éléments quelconques de l'ensemble, lequel est l'anté- 
rieur et lequel est le postérieur, cette spécification étant telle que, 
si a est antérieur à b^ et b d c, a soit aussi antérieur à c. Ainsi, 
l'ensemble des nombres réels est ordonné lorsqu'on convient d'en 
ranger les éléments par ordre de grandeur. 

Dans un ensemble ordonné, il n'j^ a pas forcément un premier 
et un dernier élément, comme le montre la considération de l'en- 
semble formé par tous les entiers. 

Considérons deux ensembles équivalents^ E et E,, tous deux 
ordonnés; soient (a, 6, ...;«,, />i, . . .) leurs éléments entre les- 
quels on suppose établie une correspondance biunivoque. Ces en- 
sembles sont dits semblât le ment ordonnés ou semblables lorsque 
pour tout couple d'éléments correspondants (A, li^\ /, U) l'hypo- 
thèse h antérieur à / entraîne A| antérieur à /|. 

Un ensemble est dit bien ordonné lorsqu'il est ordonné, et 
ordonné de telle façon que l'ensemble, ainsi que chacune de ses 
parties, renferme un élément initial, c'est-à-dire antérieur à tous 
les autres. 

Dans son ordi^e naturel, l'ensemble des entiers positifs est bien 
ordonné. Au contraire, l'ensemble des nombres réels, c'est-à-dire 
le continu^ est ordonné, mais non bien ordonné, car l'ensemble 
partiel formé parles nombres compris entre deux nombres a e\. b 
{a exclu) n'a pas de premier élément (*). Il en est de même de 
l'ensemble des nombres rationnels. 



(') Parmi les problèmes mathématiques rappelés par M. Hilberl au Congrès 
de Paris, se Irouvait la question suivante posée par M. Canlor : Est-il possible 
de ranger l'ensemble dps nombres dans un ordre tel qiCil soit bien ordonné, 
c'est-à-dire le continu peut-il être conçu comme bien ordonné? (Hilbert, Con- 
grès de Paris, 1900, p. 70. — Gottinger IVachrichten, 1900). Sa solution orien- 
terait des recherches dans diverses branches de i'AnaIvse, surtout si Ton admet 
que la puissance du continu est celle qui suit immédiatemcni la première. 

M. J. Konig crut pouvoir résoudre ta question par la négative {Heidelberg 
Afath. Kongress, 190^, p. i44)'' peu après M. Zermcio essava au contraire de 
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La notion du nombre cardinal ordinaire est amenée par la con- 
sidération d'un nombre fini d'objets : leur rangement dans un 
certain ordre conduit ensuite à définir les mots et les symboles 
relatifs aux nombres ordinaux habituels. De même, la considéra- 
tion d'un ensemble bien ordonné quelconque conduit à une no- 
lion nouvelle, que M. Cantor appelle type ordinal de cet en- 
semble; et la détermination du rang propre à chaque élément de 
l'ensemble exige des mots et des symboles nouveaux, auxquels il 
conserve par analogie le nom de nombres. 

Ainsi, pour M. Cantor, le type ordinal d'un ensemble or- 
donné est la notion gtinérale qui résulte de la considération 
des éléments de cet ensemble^ lorsqu'on fait abstraction de 
leur nature pour s'attacher uniquement à leur ordre de succes- 
sion ('). En même temps il appelle nombres transfinis ordinaux 
ceux qui représentent les rangs des éléments de cet ensemble 
bien ordonné. 



prouver que tout ensemble peut éti*e bien ordonné (Ai. A., t. LIX, p. 5i4) De là 
une discussion à laquelle prirent p.'u*t MM. Kônig, Schoenllies, F. Bernstein, 
Borel {M. A., t. lA), et MM. Hadamard, Baire, Lebesgue, Borel (B. S. M., igoS, 
p. 261). (KoiV encore Kônig. .1/. A., t. LXl el LXHl; A, M., t. XXX, p. 332.) 

En fait, M. Zermelo a établi que, pour ordonner l'ensemble en question, il suf- 
fît (le faire une infinité transfinie de choix successifs, choix indépendants les 
uns des autres, dont il ne peut du reste indiquer la loi. Dès lors, on est en face 
de deux questions distinctes : i** Des choix qui établiraient entre les éléments du 
continu une correspondance telle qu'il devienne bien ordonné sont-ils possibles? 
a" Peut-on déterminer une loi qui délinirait cette correspondance, peut-on exé- 
cuter effectivement l'opération du rangement en question ? Il semble que Ton 
dt»ive répondre affirmativement à la première question, et négativement à la 
seconde. Par suite, suivant le sens que Ton attribue à celte locution : Tenscmble 
des nombres peut-il être ordonne, il faut conclure en énonçant la proposition de 
M. kcinig ou celle de M. Zermelo. 

Ainsi, les divergences proviennent de la solution donnée à cette question plus 
générale : peut-on démontrer Vexistence d'un être mathématique sans le définir, 
ou bien faut-il exiger que l'être mathématique soit descriptible pour nous? C'est 
la distinction dont il a été fait mention plus haut (p. 8) (on la retrouve dans 
bien des questions relatives «lUx ensembles) entre les correspondances qui sont 
déterminées et celles qui de plus peuvent être décrites, entre Tidée de détermi- 
nation et la possibilité de formuler en (|uoi consiste reltc détermination. Si Ton 
admet que la démonstration de l'existence de l'être en question n'implique pas 
forcément sa définition, on se rangera plutôt à l'avis de MM. Zermelo, Hada- 
mard, etc.; dans le cas contraire, on opinera dans le sens de MM. Kônig, 
Borel, Baire, Lebesgue, etc. 

(') Si Ton faisait aussi abstraction de Vordre de succession, on aurait le 
nombre cardinal de l'ensemble, comme nous l'avons dit. 
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Chaque type ordinal d'un ensemble infini bien ordonné donne 
lieu à un nombre ordinal transfini ('). Le type ordinal le plus 
simple correspond au placement des entiers posilifs dans leur 
ordre naturel (*). M. Cantor désigne par o) le nombre ordinal 
correspondant : w est le premier des nombres transfinis. Du 
nombre a> se déduisent d'autres nombres que Ton représente 
par (o-hi, ..., (I) 4- (o ou (0.2, ..., o)*, w^-l-i, ..., a)*»*, ..., 
w<*>-, ... (»). 

L'ensemble des nombres ordinaux entiers (positifs et nul) suffit 
pour ranger un nombre fini d'éléments : il forme la classe 1 des 
nombres ordinaux. Les nombres ordinaux transfinis nécessaires 



( *) Uo ensemble fini est semblable à lui-même, et par suite a même type or- 
dinal, quelle que soit la manière dont on l'ordonne, \insi, pour un tel ensemble, 
le type ordinal dépend uniquement du nombre cardinal : on peut donc se servir 
des mêmes notations, des mêmes chiffres pour représenter le nombre cardinal 
d^un ensemble fini et le nombre ordinal correspondant à son type ordinal. 

Au contraire, pour les ensembles infinis, à un nombre cardinal unique corres- 
pondent une infinité de types ordinaux, et dès lors de nombre ordinaux. 

Deux ensembles semblables ont le même type ordinal, et réciproquement : il 
représente la loi commune de rangement des deux ensembles. 

Le type ordinal d'un ensemble infini ordonné n'est pas changé, lorsqu'on fait 
précéder ses éléments des éléments d'un ensemble fini, ou lorsqu'on lui associe 
un autre ensemble infini ordonné, de même type ordinal, de telle manière qu'il y 
ait alternai ivement un élément du premier ensemble, un élément du second, et 
ainsi de suite. Au contraire il est modifié lorsqu'on fait suivre ses éléments des 
éléments d'un ensemble fini; ou bien lorsqu'on écrit successivement les éléments 
de chaque ensemble infini. 

Étant donnés deux ensembles bien ordonnés E et Ep de nombres ordinaux c 
et fip ou bien il sont semblables (e = sj, ou bien l'un est semblable à un seg- 
nient de l'autre. 

De même un ensemble partiel détaché d'un ensemble bien ordonné est sem- 
blable -à cet ensemble ou à un segment de cet ensemble. 

Ces remarques permettent de définir un nombre ordinal supérieur à un autre 
(on dira que e surpasse Cp si E^ est semblable à un segment de E) et de mon- 
trer que les nombres ordinaux ont le caractère de grandeurs. 

(') Cf. Cantor, M. A., t. XLIX (trad. Marotte, p. 63). 

('^) Ainsi («> est le nombre qui vient le premier après tous les entiers : par 
définition lim /i = u. 
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Les nombres transfinis qui suivent tu sont (o -h i, <*> -f-2, ... Le nombre trans- 
fini limite de cette suite se représente par b> x 2 ou u.a. Après u.a on 
place (0.3-1-1, Cl). a-t-2, ... De là les nombres a>.3, (i>.4> ..., o)./i, ... La limite 
de cette suite pour n infini donne un nombre que l'on représente par (o^. 

Le même procédé de formation conduit aux symboles w'-h to./i -f- /?, w', .. . , n 
et p désignant des entiers. Tels sont les nombres transfinis ordinaux de M. Cantor. 
On voit que chacun d'eux est suivi immédiatement d'un nombre transfini et d'un 
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pour ranger les éléments des ensembles bien ordonnés dénom- 
brabies forment la classe II des nombres ordinaux. Les ensembles 
non dénombrables conduisent aux classes supérieures (*). 

9. Un ensemble à une dimension est borné (Jini, clos, limité) 
lorsque les grandeurs de ses éléments demeurent comprises entre 
deux nombres fixes : tel est l'ensemble formé par les inverses des 
entiers positifs. Dans le cas contraire, il est illimilé : tel est l'en- 
semble des entiers positifs et négatifs. 

On définit d'une manière analogue l'ensemble borné in/érieu- 
rement (tel est l'ensemble des entiers positifs) et l'ensemble 6orn^ 
supérieurement. 

Par limite supérieure d'un ensemble on entend un nombre L 
jouissant des propriétés suivantes : i** L n'est inférieure aucun 
élément de l'ensemble ; 2° tout nombre plus petit que L est infé- 
rieur à l'un au moins des éléments de l'ensemble. 

On étend parfois la notion de limite supérieure aux ensembles 
non bornés : en ce cas les limites supérieure et inférieure ne sont 
plus finies ; on les représente par -|- 00 et — 00. 

Théorème. — Un ensemble borné à une dimension admet 
une limite supérieure et une limite inférieure finies. 

Pour établir l'existence de la limite supérieure, il suffit de 

seul, mais n'est pas toujours précédé d'un pareil nombre : c'est ce qui arrive 
pour u», U.2, <i>", etc. 
On a 

comme le montre la considération des ensembles (a, i, a, . . .) (i, q, . . ., a) et 
puis des ensembles (a,, 6p a,, b^y . . . ) et (ap a,, . . . , 6p b^y . . . ). 

L*casemble des entiers positifs rangés dans Tun des ordres (i, 3, 5, . . . ; 3,4* • • •)> 
( I, 4. 7, . • • ; a, 5, 8, ... ; 3, 6, 9, . . .)^ ... aurait pour nombre ordinal u) -t- w, 
w -h u> -h «•>, ... (on écrira co.a, tt).3. ...). 

( • ) Cf. Bàire, Leçons sur les fonctions discontinues, p. 4^. 

Los nombres transfinis sont en définitive des signes, des symboles de classes 
permettant de distinguer diverses catégories en mettant entre elles un ordre rela- 
tif. Aussi beaucoup d^autres théories, par exemple celle des ensembles dérivés 
( n" 11 ), celle de la croissance des fonctions (t. III), celle de la classificatioD des 
fonctions d'après M. Baire ( n*> 17) fournissent une base pour la classification de 
ces nombres, dont l'introduction devient utile à tous ces points de vue. 

De plus, ces remarques montrent les liens entre la théorie des fonctions et celle 
des ensembles. 
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reprendre la démonstration du premier principe de convergence 
(p. 22), en prenant comme intervalle initial un intervalle (E, E -|- i ) 
tel que E -h i soit le plus petit entier supérieur ou égal à tous les 
éléments de l'ensemble (*). 

L'existence de la limite inférieure s'établit de la même manière. 

En raisonnant par l'absurde, on voit que ces limites sont 
uniques (-j. 

Un ensemble quelconque est borné lorsqu'il est borné suivant 
chaque dimension. Ainsi les points du plan intérieurs à tout con- 
tour fermé constituent un ensemble borné ; les points extérieurs 
un ensemble non borné. 

10. La conception de puisssance, comme celle de type ordi- 
nal, fait abstraction de la nature des éléments de l'ensemble et de 
leur représentation concrète sous forme déterminée : dès lors on 
s'élève à ces notions quelle que soit la nature des objrts qui cons- 
tituent l'ensemble, et si ces objets sont des nombres, qu'on envi- 
sage leur ensemble au point de vue arithmétique ou au point de 
vue géométrique. 

Prenons maintenant pour éléments de l'ensemble des nombres 
ou des systèmes de nombres; faisons-leur correspondre un espace 
continu, et supposons que les éléments y sont représentés par 
des points ; on peut se placer dans leur étude à un troisième point 
de vue et introduire le point limite. 

Dans un ensemble à un nombre quelconque de dimensions, un 
point appartenant ou non à l'ensemble est dit point limite (ou 
encore point d'accumulation, Grenzstelle, Haufungsstelle) si 
dans le voisinage de ce point il y a toujours des points de l'en- 
semble ('). 



(') Ces limites supérieure et inférieure peuvent ne pas être atteintes effective- 
ment : c'est ce qui arrive pour tout ensemble non borné à éléments finis, ou bien 

encore pour Pensemble i, -» ..., «» ... (la limite inférieure est zéro). 

a /t 

(^) Dans l'expression des trois notions de limitCf de limite supérieure, de 
plus grande limite, se retrouve le mot limite; aussi on tend à remplacer le mot 
limite supérieure par celui de borne supérieure. 

(^) M. Lindelôf distingue le point limite du point de condensation en réser- 
vant cette dernière dénomination aux points limites qui ont dans leur voisinage 
une infinité non dénombrable de points. 
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Ainsi, l'ensemble 

I I I I I I 

~f IH > 'i, -> !-♦--» 2, 7» 1-^7» X, 

A 'Jt 3 i 4 4 

a les rfe//:r. points limites o et i . Dans l'ensemble a^x^b tous 
les points sont points limites. Un point (5, y\) est point limite d'un 
ensemble a deux dimensions, si l'on peut satisfaire à l'inégalité 

quelle que soit la quantité positive 8, pour des systèmes de va- 
leurs {J^', y) correspondant à une infinité de points de l'ensemble. 

Le pointa l'infini est point limite d'un ensemble E à un nombre 
quelconque de dimensions lorsqu'il y a des points de E à l'exté- 
rieur d'une sphère quelconque. 

Tout point d'un ensemble qui n'est pas point limite est dhpoint 
isolé : le point isolé est donc un point de l'ensemble qui n'a dans 
son voisinage aucun point de l'ensemble. Ainsi tous les points de 
l'ensemble formé par les inverses des entiers sont isolés, et l'en- 
semble a l'origine pour point limite. 

l/existence des points limites résulte du théorème suivant : 

Loi DE Bolzano-Weierstrass. — Tout ensemble borné qui 
contient une infinité cH éléments admet au moins un point li- 
mite (*). 

En effet, désignons par A et B ( A <; B) des nombres fixes, entre 
lesquels les coordonnées des points de l'ensemble demeurent com- 
prises : ces points seront tous intérieurs à un carré (^o dont les 
cotés sont parallèles aux axes et ont pour longueur B — A. 

Divisons ce carré en quatre carrés égaux. Dans l'un d'entre 
eux Qi (ou sur ses cotés) il y aura une infinité de points de l'en- 



( ' ) Le principe de ce théorème, démontré par Weierstrass, se trouve dans les 
Œuvres de Bolzano, de Lagrange, de Dirichlet, de Cauchy {cf. Cantor, Af. A., 
t. WIIÏ, r88',, p. 455 ). 

C'est pour fixer le» idées que nous prenons un ensemble à deux dimensions. 

Du reste, la plupart des théorèmes sur les ensembles linéaires ont pu être géné- 
ralisés dans l'espace à n dimensions, quelques-uns même dans un espace à une 
infinité de dimensions. On peut espérer qu'ils joueront dans le calcul fonctionnel 
un rôle analogue à celui de leurs cas particuliers dans la théorie des fonctions 
{cf. Frkchet, C. li., iç)o.i, I" semestre, p. 567). 
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semble. Si l'on partage ce carré en quatre autres, il j aura au 
moins un nouveau carré Q2 contenant, à son intérieur ou sur ses 
côtés, une infinité de points de l'ensemble, et ainsi de suite pour 

des carrés Q3, . . . , Q^ ; les côtés de ce dernier carré ont pour lon- 

B — A 
g"eur-^pj-. 

Désignons par p^^ /?|, ..., pn des points arbitraires de l'en- 
semble, situés respectivement dans les carrés Qo, Qi , .-., Q» ; 
leurs coordonnées (et dès lors les points eux-mêmes) tendent 
vers des limites bien déterminées. En effet, soient a,, et 6« les 
abscisses des sommets du carré Q«. Les deux suites (a, b) telles 
que 

(avec la condition 6„ — «//= — •,; — ) définissent un nombre : 

regardons-le comme l'abscisse d'un point dont l'ordonnée sera 
déterminée par deux suites analogues. 

Ce point est un point limite puisque, d'après la maùière dont 
ses coordonnées ont été définies, il renferme dans son voisinage 
une infinité de points de l'ensemble ( *). 

H. On pressent qu'il doit y avoir des liens étroits entre les 
propriétés d'une fonction et le mode de distribution de ses singu- 
larités. Par exemple, suivant la manière dont elles seront répar- 
ties, une fonction discontinue sera représentable ou non par une 
série simple à éléments continus, une fonction analytique uni- 
forme sera susceptible de tel ou tel développement. A. ce titre, la 
théorie des fonctions conduit à établir de nouvelles classifications 
dans les ensembles envisagés a priori : exposons celles où inter- 
vient le point limite. 

Les points limites d'un ensemble E forment un nouvel ensemble ; 
on l'appelle ensemble déri^'é, et on le représente par E'. Cet en- 
semble dérivé peut à son tour contenir une infinité de points, et dès 
lors avoir un dérivé. On le représentera par E''; et ainsi de suite. 

Par exemple, l'ensemble E des nombres rationnels compris 
entre o et i a pour dérivé l'ensemble des nombres o5'2^<>' Ce 

( ' ) On prouverait de la même manière que tout ensemble non dënombrable 
admet au moins un point de condensation, au sens de M. LindelOf. 
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second ensemble coïncide avec son dérivé. On a E<[E'; 

Un ensemble est dit de première espèce lorsqu'il a un nombre 
limité de dérivés successifs. Un ensemble de première espèce est 
du nf^^^ ordre lorsque c'est son dérivé /i**"*", E", qui se réduit 
ainsi à un nombre limité de points. En ce cas E"+* est nul (*). 

Lorsqu'un ensemble admet des dérivés de tous les ordres jus- 
qu'à l'iniini, il est appelé de seconde espèce {^). Un pareil en- 

( ») Cf. Cantor, m, a. y t. V, p. ia8. 

Exemple : Désignons par P l'ensennble [...,->...,-»ij:ila zéro pour 

point liiniie. Dans chaque intervalle ( » —j (et à droite du point i), insé- 
rons un ensemble semblable à P et qui ait (et i) pour point limite. On 

forme ainsi un ensemble Q dont le premier dérivé est P, et le second dérivé se 
réduit au point zéro. 

Dans chaque iniervalle ( >~) insérons un ensemble semblable à Q et 

^ \/i-f-i n/ ^ 

ayant pour points limites tous les points de Q situés dans l'intervalle : soit R 

Tensembie ainsi défini. On a 

R'=Q, R-=P; 

R'' se réduit au point zéro. 

En poursuivant d'après cette loi, on formera des ensembles de tel ordre que 
l'on voudra. 

On réalise facilement des fonctions ayant pour zéros les points d'ensembles 
semblables aux ensembles P, Q, R, .... Ainsi les fonctions 

sin— » sin > sm > 

X . l .1 

sm- sm 

X .1 

sm— 

X 

jouissent de cette propriété {cf. Du Bois-Reymond, /. de Crelle, t. 79, p. 37). 

Pour les ensembles P, Q, ..., l'origine est d'ilt point limite du premier ordre, 
du second ordre, etc. 

(>) M. Mittag-Leffler a donné {A. M., t. IV, p. 58) des exemples simples de 

pareils ensembles cT espèce supérieure. Ainsi l'ensemble isolé formé par les 

nombres 

I I I 



où les quantités p., m,, ..., m^ parcourent toute la série des nombres entiers 
positifs, a des dérivés de tous les ordres jusqu'à rinfini (ce que nous appelle- 
rons E" se réduit au seul poin 0). (Cf. aussi Cantor, M. A., t. XVII, p. 356.) 

Les théorèmes de M. Mittag-Leffler (6\ B., 188a, i" semestre; A. M., t. IV) 
permettent la représentation des fonctions analytiques uniformes ayant des dis- 
continuités formant des ensembles isolés des types ci-dessui. 
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semble K peut avoir des ensembles dérivés E* ayant pour indice a 
un nombre traiisfmi quelconque (*). 

Un ensemble est dit réductible lorsque l'un de ses dérivés 
E', E", . . . , E^*, ... ne contient aucun point. 

Les relations d'un ensemble avec son dérivé ont conduit aux 
classifications suivantes : 

Tout point d'un ensemble est soit un point isolé, soit un point 
limite ; donc, si Ton représente par E/ el E/ l'ensemble des points 
isolés d'un ensemble E, et l'ensemble des points limites de E qui 
font partie de E, on a 

E,-hE/=E. 

Cela posé, on appelle : 

i" Ensemble isolé, celui dont tous les points sont isolés, c'est- 
à-dire qui n'a aucun point commun avec son dérivé (E/= o); 

2" Ensemble fermé (relativement parfait, clos, geschlossene), 
celui qui renferme tous ses points limites, c'est-à-dire celui qui 
contient son dérivé (E/==E'). 

.\insi, l'ensemble formé par les inverses des entiers devient 
fermé si l'on j ajoute l'origine. 

Tout ensemble dérivé E' est fermé (*); par suite on a tou- 
jours E' 5 E" = E'" ... . 



(*) Comme le nombre transfini x n'a pas forcément de précédent a — i, on 
n'obtient ces ensembles E^ qu'en généralisant la notion de dérivé. On emploie 
pour cela un procédé de récurrence qui repose sur ces deux remarques. D'une 
part, si a n'a pas de nombre qui le précède, a peut être considéré comme la 
limite d'une suite de nombres croissants a,, ot,, ... qui lui sont inférieurs. De 
l'autre, ji l'on suppose définis les dérivés d'indices a,, a,, . . . , on a E*» ^ Ë*> ^ . . . 
( nous le démontrerons tout à l'heure lorsque les indices sont des nombres natu- 
rels). Aussi on définit E^ comme étant Vense/nble des points communs à E*>. 

*-* f ... « 

En particulier E" est l'ensemble commun à toute la série E', E", .... (Cf. 
MittagLeffler, a. yl/., t. IV, p. 58. — Baiiœ, Fonctions discontinues, p. ao 
et 5o. ) 

(') Le théorème est évident si E' n'a qu'un nombre limité de points, puis- 
que alors il n'a pas de point limite. Supposons donc que E' ait une infinité de 
points; je dis qu'un quelconque des points limites M de E' est point limite de K, 
ce qui montrera bien que M appartient à E\ 

En cfTet, dans tout intervalle (M — 8, M + 6) il y a une infinité de point» 
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Remarquons aussi que, lorsqu\in ensemble M fait partie d'un 
ensemble k.', E' fait aussi partie de €' '^ 

3" Ensemble dense en lui-même (in sich diclit), celui donl 
chaque point esl point limite (E/=o), ou bien encore celui qui 
est contenu dans son dérivé. 

Par exemple, les nombres rationnels compris dans un inter- 
valle forment un ensemble dense en lui-même ; 

4** Ensemble parfait, celui qui coïncide avec son dérivé, c'est- 
à-dire celui qui est fermé et dense en lui-même {*) : E = E'= E/. 

I^e continu présente Texemple le plus simple d'ensemble par- 
fait. 

Des deux ensembles aj-^x^h, a < ^ < 6, le premier esl par- 
fait, le second ne l'est pas, puisque son dérivé en contient tous les 
points, et de plus les points a ei b. 

Le dérivé E' de tout ensemble E dense en lui-même est par- 
fait. En effet, puisque E' contient E (par définition), E" contient 
aussi E' (d'après une remar(|ue précédente), inversement, nous 
avons démontré l'inégalité E"<E'. On a donc E"= E'. 

Voici quelques propositions qui établissent un lien entre les 
points limites d'un ensemble et la puissance de cet ensemble. 

i" Vu ensemble est dénombrable lorsqu'il ne contient aucun 
de ses points limites {'^)^ ou bien lorsqu'il a un nombre fini de 



de E' : soii M' l'un d'enlre eux. M' étant point limite de E, l'intervalle 
(M' — 8, M'-f-o), et a fortiori l'intervalle (M — aS, M -i-a6) qui contient le 
précédent, renferme une infinité de points de E, si petit que soit 8. Donc M est 
bien un point limite de E. 

Démonstration analogue si Tensemble est à plusieurs dimensions. 

L'ensemble E*^ défini plus haut (l'ensemble commun à tous les dérivés de E) 
est fermé, puisque c'est l'ensemble des points communs à des ensembles fermés. 
Il est nul pour les ensembles de première espèce, et réciproquement. 

(*) C'est le sens adopté par M. Cantor. M. Jordan appelle ensembles parfaits 
les ensembles relativement parfaits définis ci-dessus, aussi bien que les ensembles 
parfaits. En pratique, à cause du théorème ci-dessous de Cantor-Bendixson, les 
deux définitions ne diffèrent pas profondément. 

(*) En effet, supposons linéaire l'ensemble E. Dans le cas considéré, la dis- 
lance d'un point quelconque M de E à un autre point de E a une limite infé- 
rieure positive a 6. On peut donc faire correspondre & chaque point M un inter- 
valle de longueur a 5 ayant son milieu en M, et tel que deux de ces intervalles 
n'empiètent jamais l'un sur l'autre. Dès lors, ils forment un ensemble dénom- 
brable. 
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points limites (*). Il en est de même plus généralement de tout 
ensemble dont l'ensemble dérivé est dénombrable (2); 

2** Tout ensemble fermé ou bien est dénombrable, ou bien est 
décomposable (et cela d'une seule manière) en un ensemble dé- 
nombrable et un ensemble parfait. C'est le théorème dit de Cantor- 
Bendixson (') ; 

3*' Tout ensemble parfait linéaire a la puissance du continu ; ré- 
ciproquement un ensemble dénombrable n'est jamais parfait (*); 

4" Tout ensemble fermé linéaire est dénombrable ou a la puis- 
sance du continu ; 

5° Tout ensemble parfait de points situés dans un espace à un 
nombre quelconque de dimensions a la puissance du continu (* }. 

Étudions maintenant la situation des points d'un ensemble E 
relativement à un domaine (£). 

Un ensemble E est dense ou dense partout (iiberall dicht) dans 
un domaine (D, lorsqu'il y a des points de l'ensemble dans tout 
domaine, si petit soit-il, contenu dans (£) : on peut dire aussi qu'un 
ensemble est dense dans (Ô, lorsque tout point de cô est u/i point 
limite de l'ensemble (•). Un ensemble dense partout est dense 
en lui-même; la réciproque n'est pas vraie. Ainsi l'ensemble des 
nombres rationnels est dense dans tout intervalle et dense en lui- 



(*) Le théorème est évident d'abord pour un ensemble qui n'a pour points 
limites que ses limites supérieure et inférieure ; car entre deux quelconques de 
ses éléments il n'y a qu'un nombre fini de nombres : leur numérotage est donc 
possible en les rangeant par ordre de grandeur à droite et à gauche, à partir de 
Tun quelconque d'entre eux. On l'étend ensuite au cas du texte en considérant 
séparément les ensembles compris entre deux points limites consécutifs. 

(^) Dés lors, en remontant de proche en proche, on voit qu'un ensemble est 
dénombrable lorsque l'un quelconque des ensembles dérivés E', E", ... est fini ou 
dénombrable. Tout ensemble réductible est même dénombrable. {Cf. Tannery, 
Introduction, etc. t. I, p. 11 1. Lrbesgue, Leçons sur l'intégration, p. i35. ) 

(') M. A., t. XXIII, p. 4^3; A, M., t. Il, p. 419* — I^M. LindelÔf et Lebesgue 
en ont donné récemment une démonstration où la notion du nombre Lransfini 
n'intervient pas {A. M., t. XXIX, p. i83 et Leçons sur Vinte'gration, p. i36). 
— Cf. aussi BoREL, Théorie des fonctions, p. 36; Fonctions de variables réelles, 
p. 5. — Baire, Fonctions discontinues, p. 67. 

(*) Cf. Cantor, a, m., t. IV, p. 38i; M. A., t. XXIIÏ, p. 459. 

(^) Pour les démonstrations de ces théorèmes, cf. par exemple l'Ouvrage de 
Vivanti-Gutzmer, p. /{S. 

(^) Dès lors un ensemble dense dans (D contient, s'il est parfait, tous les points 
de (£) ; en ce cas, il est donc suffisamment caractérisé par la frontière de cO. 
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même ; un ensemble parfait est toujours dense en lui-même^ mais 
il n'est pas nécessairement dense (*). 

Un ensemble E n'est dense nulle part dans (Q) ou non dense, 
lorsqu'il n'y a aucune portion de c£) dans laquelle l'ensemble £ 
soit dense partout, en d'autres termes, si toute portion de uO con- 
tient une région dans laquelle ne se trouve aucun point de E. 

Désignons par £ un ensemble ne renfermant pas tous les points 
d'un domaine : ceux qui n'appartiennent pas à £ forment un 
second ensemble C complémentaire du premier. On appelle /ro/i- 
itère commune des ensembles £ et C l'ensemble formé par les 
points qui appartiennent à la fois à Tun des ensembles et au dérivé 
de l'autre. Ainsi un point frontière de E (et dès lors de C)^ s'il 
appartient à £ (à ^), a dans tout voisinage au moins un point 
de C (de £). Quand tous les points d'un ensemble ne sont pas 
points frontières, on peut définir V intérieur de l'ensemble. Ce 
sont les points tels que tout leur voisinage appartienne à l'en- 



( ' ) Voici un exemple d^ ensemble fermé, qui est non dense dans tout inter- 
valle, 

A chaque nombre rationnel — compris dans rintervalle (o, i) associons l'inter- 
valle 



\q q^ q q^ ) 



D'où, une infmilé dénombrable d'intervalles : soit C l'ensemble formé par les 
points de ces intervalles. La théorie des fractions continues apprend qu'il existe 
des nombres irrationnels \ non compris dans ces intervalles, c'est-à-dire tels 
que 

S — — > -; quel que soit £• 

Soit E leur ensemble : 

I* E est fermé; car, si un point de E' n'appartenait pas à E, ce point serait 
intérieur à C (sans coïncider avec les extrémités des intervalles formant 6), et 
par suiie C contiendrait des points de E, ce qui n'a pas lieu ; 

2* E n*est dense dans aucun intervalle, car tout intervalle contient des points 
dont Tabscisse est rationnelle, par suite des points n'appartenant pas à E, ce qui 
serait absurde si Ë était partout dense dans cet intervalle, puisque E est fermé. 

Dès lors, il existe aussi, d'après le théorème de Cantor-Bendixson, des ensembles 
parfaits jouissant de la même propriété, car l'ensemble fermé E n'est pas dé- 
nombrable. 

Cf. BoREL, Théorie des fonctions , p. 89; Fonctions de variables réelles, p. 12. 
— Bendïxson, a, m., t. II, p. /|i6. — CANTOB,yl. M., t. IV, p. 38i. — Hadamard, 
J. M., 1898, p. 69. — Bairb, Thèse (1899), p. 38; Fonctions discontinues, p. 54- 

F. 4 
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âemble. Chaque point intérieur à Tenseinble E est extérieur à 
l'ensemble C (*). 

Un ensemble parfait est d'u/i seul tenant {zusanimenhàngend) 
lorsqu'il n'est pas séparable en ensembles partiels qui soient chacun 
parfaits : on peut dire aussi que c'est un ensemble parfait tel que 
l'on puisse réunir deux points arbitraires de l'ensemble par une 
courbe régulière simple située tout entière dans Tensemble (-). 

12. A tout ensemble borné de points situés dans un domaine 
d'un nombre quelconque de dimensions, on peut faire corres- 
pondre des nombres qui sont, vis-à-vis de l'ensemble, ce que sont 
les longueurs, les aires, les volumes pour les segments, les do- 
maines plans, les domaines de l'espace. Ils jouent un rôle impor- 
tant dans diverses questions d'analyse, spécialement dans celle de 
l'intégrabililé des fonctions. 

Soit E un ensemble borné à une ou plusieurs dimensions, par 
exemple à deux dimensions. Divisons le plan d'une manière quel- 
conque en un nombre ^/i£ de rectangles élémentaires; appelons A, 
et ^i la somme des aires de ceux de ces rectangles, considérés ou 
non comme fermés ('), qui renferment au moins un point de E, et 
(le ceux d'entre eux dont tous les points appartiennent à E. En 

(') Le p^int limite difTère du point frontière. Le point limite n'est en uiénie 
temps point frontière que s'il n'est pas intérieur à l'ensemble : inversement, un 
point isolé est un point frontière sans être un point limite. 

Ainsi tout point de Tensemble x--hy'^^-i est un point limite; les points de I» 
circonférence de rayon i sont de plus points frontières. Dans Tenscmble formé 
par les inverses des entiers, l'origine est point limite et point frontière. Dans 
Tensemble formé par la suite des entiers, chaque point est point frontière sans 
être point limite. Dans Tensemble formé par les points à coordonnées rationnelles^ 
tous les points sont points frontières : il n*y a ni points intérieurs, ni point» 
extérieurs à Tensemble. 

(') C'est le sens de M. M. Jordan {Analyse, i* édition, t. I, p. 24 et 5i) et 
Schœnflics {Af. A,, t. LVIII, p. 208). M. Cantor donne pour Tensemble zusam- 
inenhàngend une définition un peu différente {M. A,, t. \XÏ, p. 576) : le 
domaine d'un seul tenant de M. Jordan revient au domaine 

zusammenhàngend -h abgeschlossen 
de M. Cantor. 

L'ensemble complémentaire d'un ensemble parfait d'un seul tenant est lui-même 
d'un seul tenant toutes les fois que Ton peut joindre deux points quelconques de 
cet ensemble par une ligne appartenant tout entière à l'ensemble (Sciiœnflies, 
M. A., l. LVIII, p. 210). 

(^) C'est-à-dire comme contenant ou non leurs frontières. 
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subdivisant à nouveau ces rectangles en rectangles élc^mentaires et 
en répétant cette opération un nombre infini de fois, de façon que 
les dimensions des rectangles tendent vers zéro, on est conduit à 
deux suites de nombres A|, A 2, . . . , «,, a^, Ceux de la pre- 
mière suite ne vont jamais en croissant et ils dépassent un nombre 
fixe; donc ils tendent vers une limite <!!<.. Ceux de la seconde suite 
ne décroissent jamais et ils restent inférieurs à un nombre fixe; 
donc ils tendent vers une limite Ci. Ces deux limites s'appellent 
étendue extérieure et étendue intérieure de l'ensemble E ('). 

Elles sont indépendantes du réseau initial de rectangles et des 
modes de subdivisions ultérieures de ce réseau. En effet, soient Ce 
et C'^ les étendues extérieures de l'ensemble E qui correspondent 
à deux lois différentes de parta<>e initial et de subdivisions ulté- 
rieures; désignons par r, , /-.j, ..., /•', , z*^, ... l'ensemble des rec- 
tangles que l'on est ainsi amené à tracer (-). La limite obtenue en 
considérant une loi de partage dans laquelle figureraient successi- 
vement à la fois les cotés des rectangles /'i et r, , ^2 et r^. ... se 
confondrait à la fois avec Ce et C'^, Ces deux limites sont donc 
égales ('). 



(') Nous donnons ici les (iéfinilions de M. Jordan (/. M., 1892, p. 77); on les 
appliquera aux ensembles linéaires en remplaçant les mots rectangle, étendue 
par les mots intervalle^ longueur. Pour définir retendue d'un ensemble fermé E, 
placé dans un espace à n dimensions, M. Cantor décrit, de chaque point de E 
comme centre, des sphères toutes de même rayon r. Leur ensemble limite une 
portion d^espace qui diminue quand r croit. Par suite, quand r tend vers zéro, 
le volume de cet espace a une limite positive ou nulle : cette limite définit 
rétendue de l'ensemble E au sens de M. Cantor (Af. A., t. \XI, p. 54). Cette 
définition est équivalente à celle de Vétendue extérieure au sens de M. Jordan. 

(^) Nous supposons parallèles entre eux les côtés des rectangles; mais les 
nombres auxquels on est conduit sont aussi indépendants de l'orientation de ces 
côtés. 

(') On peut aussi définir les nombres C^ et C; comme étant les limites infé- 
rieure et supérieure des deux ensembles formés respectivement par toutes les 
sommes des types A et a lorsqu'on divise de toutes les manières possibles le plan 
en rectangles élémentaires. Ces limites existent puisque ces ensembles sont 
bornés, l'un inférieurement, l'autre supérieurement: de plus, comme on le 
prouve aisément, les sommes A- et a, tendent vers ces limites. 

En d'autres termes, si Ton désigne par g{x, y) une fonction égale à un en 
tout point de E. et à zéro hors de cet ensemble, les sommes 'L g{x^ y) dx dy 
ont des limites supérieure et inférieure, et elles tendent vers ces limites. 

Nous appellerons plus loin ces limites intégrales par excès et par défaut de 
la fonction g, dans un domaine contenant tous les points de E (n* 161). 
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Prenons maintenant le cas où les deux étendues extérieure et 
intérieure de Fensenible E coïncident. On dit alors que l'ensemble 
a une étendue, ou bien encore qu'il est mesurable au sens de 
M. Jordan (ce qu'on indique souvent par la locution est mesu- 
rable J); la valeur commune des nombres Ce et Ci est appelée 
étendue de l'ensemble [Inhalt der Menge) (*). 

La frontière de l'ensemble superficiel E est un ensemble qui a 
lui-même une étendue extérieure. Cette étendue extérieure Cf est 
égale à la différence entre les nombres C^ et d relatifs à E ; car les 
rectangles qui interviennent pour former les sommes A sans servir 
pour les sommes a sont ceux que Ton devrait considérer pour 
obtenir Cf. Dès lors, la condition nécessaire et suffi.sante pour 
quhin ensemble soit mesurable J est que sa frontière ait une 
étendue nulle ('^). 

Soit en particulier un ensemble linéaire ('). Il est dit non 
étendu, discret, résoluble, formant un groupe intégrable (unaus- 
gedehnt, discret, inhaltlos, integrirbar) lorsqu'il est d'étendue 
extérieure nulle, c'est-à-dire mesurable J et d'étendue nulle : en 
pareil cas, ses éléments peuvent être enfermés dans un nombre 
fini d'intervalles dont la somme des longueurs peut descendre 
au-dessous de tout nombre donné, et réciproquement (*). 



(') L'étendue d'un ensemble prend aussi les noms de longueur et d'aire, 
suivant qu'il s'agit d'une étendue linéaire ou superficielle. Un ensemble continu 
quarrable est celui qui a une aire, c'est-à-dire qui est mesurable! {voir n* 157). 

(^) L'ensemble des points à coordonnées rationnelles n^est pas mesurable J, car 
il a une étendue intérieure nulle et une étendue extérieure diiïérente de zéro. 

La courbe de Peano est mesurable J, mais d'étendue non nulle; elle ne peut 
donc servir à limiter un domaine. 

Les courbes de Jordan n'ont pas forcément une étendue extérieure {une aire) 
nulle. Quand elles ont une aire, elles peuvent parfois encore, quoique non mesu- 
rables J, servir de frontière à un domaine (non quarrable), et l'on pourra dis- 
tinguer sur elles deux côtés. C'est 6e qu'a montré sur un exemple M. Osgood 
{Trans. American M. S., igoS, p. 107). 

Les courbes rectifiables ont toujours une aire nulle (n* 156). 

{') Un pareil ensemble a toujours une étendue superficielle extérieure nulle; 
mais il peut avoir une étendue linéaire extérieure quelconque, car on arrive à 
cette dernière notion en considérant non plus des rectangles, mais des intervalles 
dans lesquels on enferme les points de l'ensemble. 

(^) Pour ces déHnitions, cf. Harnack, M. A., t. XIX, p. 238 (quelques points 
ont dû être rectifiés); M. A., t. XXIV, p. 218, et B. D., 1882, p. 242. — De la 
Vallée-Poussin, J. M., 1892, p. 4^3, et Analyse, t. I, p. 221.— Lbbesque, 
Leçons sur l'intégration^ p. 38. — Encyklopàdie, t. I, p. 200 et note 71 (article 
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Par exemple, Tenseinble des poinls 



i^ -y 



V (O'- (0" ■■■• (J)" 



est non étendu. En effet, on peut les répartir en deux catégories : 
l'une contient les points avoisinant l'origine, et l'intervalle qui 
les renferme est aussi petit que l'on veut; l'autre n'a plus qu'un 
nombre fini de points (*). 

Pour les ensembles à un nombre quelconque de dimensions, les 
définitions sont analogues. 

Les mots étendue et mesure J sont synonymes. Voici comment 
M. Borel arrive à la définition générale de la mesure d'un ensemble. 
Supposons-le linéaire : appelons mesure riUin in te n'a lie (ap) la 
différence p — a, et désignons respectivement par E et i^ un 
ensemble de points tous compris dans un intervalle (ctb) et son 
ensemble complémentaire. Si l'on enferme tous les points de E 
dans une infinité dénombrable d'intervalles, la somme des me- 
sures de ces intervalles a une limite inférieure m<.(E) lorsqu'on 
choisit ces intervalles de toutes les manières possibles : on l'ap- 
pelle mesure extérieure de E. L'ensemble complémentaire C 
donne une limite analogue me{C), L'ensemble {ab) est dit mesu- 
rable lorsque la somme de /«^(E) et de me{C) est égale à la 
mesure de (a6), c'est-à-dire à b — a; la mesure de l'ensemble est 
alors égale à /w<.(E) (^). Les ensembles mesurables sont les seuls 
dont on s'occupe. 



de Schœnflies); t. II, A, p. 3g et notes 2o5, ao8, 209 (article de Pringsheim), 
p. g6 et note 197 (article de Voss). C'est à tort qu'Hankel, à propos des fonctions 
ponctuellement discontinues, confondait Tensemble inétendu et l'ensemble non 
dense; un ensemble inélendu est non dense, mais la réciproque n'est pas vraie. 
Harnack en donne un exemple {M. A,., t. XIX, p. sSg). 

(*) Tout ensemble de première espèce est d'étendue nulle; tel est l'ensemble 
de première espèce et du second ordre 

La réciproque n'est pas vraie : tous les ensembles discrets ne sont pas de pre- 
mière espèce. Plus généralement, l'étendue d'un ensemble est égale à celle de son 
dérivé; par suite, un ensemble dont le dérivé est dénombrable a une étendue 
nulle. 
(') Par suite, un ensemble de mesure nulle est celui dont les éléments peuvent 
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13. Les fonctions de plusieurs variables réelles ainsi que les 
fonctions d'une ou plusieurs variables complexes que nous étu- 
dierons, et spécialement les fonctions anal;ytiques, sont définies 
dans des domaines continus ou continiium. Aussi devons-nous 
préciser la définition arithmétique de ces domaines et rappeler 
leurs propriétés. 

Un domaine est dit continu lorsque, étant donnés deux quel- 
conques de ses points, l'un fixe (on le prendra à l'infini si le voisi- 
nage du point infini appartient au domaine), l'autre quelconque 
variable, on peut échelonner entre eux un nombre fini de points 
tels que le voisinage de l'un quelconque d'entre eux appartienne 
tout entier au domaine et renferme le point suivant ('). 

D'après les définitions données plus haut relatives aux en- 
sembles, les points intérieurs à un continuum sont ceux dont le 
voisinage tout entier appartient au domaine. \^es points frontières 
sont ceux dont une partie seulement du voisinage appartient au 
domaine. Knfin un point est extérieur au continuum lorsqu'il 
n'est ni intérieur, ni frontière. 

On peut déterminer un domaine continu, soit en définissant 
explicitement l'ensemble formé par tous ses points (par exemple 
l'inégalité x'^ -\- y"^ -\- r'^ <:^ o représente le continuum intérieur à 
une circonférence), soit aussi en faisant connaître sa frontière. 
De là, l'importance des propositions qui permettent de déterminer, 
d'après la frontière d'un continuum, les points qui lui sont inté- 
rieurs. Lorsqu'on se place à ce point de vue, ou lorsqu'on veul 
établir les lois de Y Analysis situs sur la théorie des ensembles, la 



être enfermés dans un nombre fini ou une infinité dénombrable d'inlervallcs 
dont la somme des longueurs peul descendre au-dessous de tout nombre 
donné. 

Un ensemble dénombrable est évidemment de mesure nulle; il en est de même 
de Penscmble formé par une infinité dénombrable d'ensembles de mesure nulle. 

Un ensemble de mesure nulle peut être dense partout; tel est l'ensemble de^^ 
nombres rationnels compris entre o et i (notons qu^au sens de Cantor, il aurait 
pour mesure Tunité, et que ta mesure au sens de Borel et au sens de Cantor ne 
coïncident forcement que dans les ensembles fermés). Un groupe intégrable est 
toujours non dense. Cf. Lebksquk, Leçons sur t'intégration, p 28 et 102. — 
BoREL, Leçons sur ta théorie des fonctions, p. 46; Fonctions de variables 
réelles, p. 16. 

(') Cf. Wkikrstrass, Œuvres, t. Il, p. 2o3. — Mittag-Leffleu, A. AL, 
t. IV, p. 2. 
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proposition suivante, connue sous le nom de théorème de M, Jor- 
dan, est fondamentale : 

Étant donné un contour fermé C, les points du plan qui 
n'appartiennent pa^s à ce contour forment deux continuum 
ayant chacun ce contour pour frontière et n'ayant pas de 
point frontière en dehors de ceux de cette courbe. 

Des deux continuum ainsi déterminés, l'un est intérieur au 
contour (*), l'autre lui est extérieur (J^), 

La réciproque n'est pas vraie : tout ensemble qui divise le plan 
en deux régions, l'une intérieure, l'autre extérieure à l'ensemble, 
ne définit pas une courbe continue ('). 

La proposition de M. Jordan a de nombreux corollaires dans 
VA nalysis si tus. 

^ k. — Quelques classifications des fonctions. 

14. \près ces considérations sur les ensembles, revenons à 
l'étude de la correspondance de <leux ensembles, c'est-à-dire des 
fonctions. 



(*) Un point esl intérieur à un triangle lorsqu'il est situé sur un segment 
dont les extrémités appartiennent au triangle; définitiûn analogue pour le point 
intérieur à un contour fermé simple. On peut dire aussi qu^un point intérieur 
à un contour est celui que l'on ne peut joindre au point à l'infini par une courbe 
continue sans traverser le contour. 

(') L'intuition semble rendre évidente cette proposition; mais il s'agit d'en 
donner une démonstration, soit géométrique, soit même arithmétique, si l'on 
veut atteindre la rigueur mathématique parfaite. C'est ce qu'ont tenté MM. Jordan 
[Analyse, i* édition, t. I, p. 90 (la preuve qu'il y donne parait insuffisante)], 
Schœnflies {Gôttinger Nachr.. 1896, p. 79; 1902, p. \Hb\M. A., t. LVIII, p. 195) 
de la Vallée-Poussin {Analyse, t. I, p. 3o8). Ames {Americ. J., 1905, p. 34i), 
Bliss {B. Americ. M. S., 1904, p. 39H), Veblen ( Tr. Americ. M. S., 1904, p. 3()5, 
•et 1900, p. 83). Parmi ces démonstrations, les unes supposent seulement que le 
contour C est une courbe de Jordan, d'autres <|u'elle est de plus régulière (ce 
•qui suffit pour les applications); la preuve arithmétique donnée par M. Ames est 
particulièrement rigoureuse et simple; celle donnée par M. Veblen, très rigou- 
reuse, s'applique à des courbes plus générales. Cf. aussi Osgood, Funktionen- 
iheorie, t. I, p. i3o. — Schoenj^lies, Af. A., t. LXII, p. 287. 

(^) Ainsi, il n'y a pas équivalence entre le concept de la continuité analytique 
•et la notion géométrique de frontière de domaine divisant le plan en deux régions 
séparées. Cette dernière est plus large : il lui faut ajouter une condition pour la 
restreindre au concept plus étroit de courbe continue. 



A 
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Une fonction réelle d'une variable réelle est bornée ou limitée 
dans un intervalle lorsque l'ensemble de ses valeurs jouit de cette 
propriété; on définit d'une manière analogue la fonction bornée 
supérieurement ou inférieurenient. 

Une fonction bornée a des limites supérieure et inférieure L et / 
qui sont finies (p. 40 î l'intervalle (/, L) est le plus petit inter- 
valle contenant toutes les valeurs de la foùction. 

Une fonction finie en chaque point d'un intervalle fermé peut 
ne pas être bornée dans cet intervalle. Ainsi la fonction égale 

à - pour ^^ o et à zéro pour x = o est finie et déterminée en tout 

point de l'intervalle ( — i, +i); elle n'est pas bornée dans cet 
intervalle, car elle dépasse tout nombre donné. En ce cas, les 
symboles -|- oo et — oo peuvent être considérés comme représen- 
tant les limites supérieure et inférieure de la fonction. 

Lorsqu'une fonction a des limites supérieure ou inférieure yî/îïig5 
qui sont effectivement atteintes en un point de l'intervalle^ ces 
limites prennent le nom de maximum et de minimum (*). 

Considérons une fonction bornée /"(a?) définie sur un ensemble E 
contenu dans un intervalle (aè). On appelle oscillation de la 
fonction dans cet intervalle, la différence entre les limites supé- 
rieure et inférieure de la fonction dans cet intervalle. 

Soit Xfi un point limite de l'ensemble E, faisant ou non partie 
de E. Les points de E intérieurs à un intervalle A| contenant x^ 
forment un ensemble, sur lequel f{x) admet des limites supé- 
rieure et inférieure L| et /|. De même à des intervalles A.^, A3, ... 



( ' ) Déjà Gauss avait remarqué qu'une fonction peut avoir des limites supérieure 
et inférieure finies sans avoir ni maximum ni minimum [Œuvres, t. III, p. 10) : 
Ex suppositione X obtinere passe vatorem S, negue vero valorem U, nondum 
sequitur inter S et \} necessario valorem T jacere, quem X attingere, sed non 
superare possit. Superest alius casus : scUicet fieri posset ut inter S e£ U limes 
situs sit, ad quem accedere quidem quam prope velis possit X, ipsum vero 
nihilominus nunquam attingere. 

1 1 -f- JC )"•— I 

Donnons, comme exemple, la fonction (1 — a?') lim ^ dans l'iiiter- 

valle (—1, -f- 1). 

Elle est nulle pour x= — i; quand x augmente, elle décroît; elle tend vers — i, 
quand x tend vers zéro. Elle est nulle pour j7= + i; quand a; diminue, elle croit; 
elle tend vers -^i, quand x tend vers zéro. Pour ^ = o, elle est nulle. Ainsi la 
fonction a pour limites supérieure et inférieure +1 et — i; dans le voisinage de 
Torigine, elle peut s'en approcher autant que Ton veut sans les atteindre. 
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contenant x^ et intérieurs les uns aux autres correspondent des 
nombres L2, L3, . . . , l^^ Iz-, ... tels que 

Donc les Z/ et les L/ tendent respectivement vers des limites /(a:©) 
et L(a7o), lorsque les intervalles A/ tendent vers zéro : on les appelle 
limite inférieure et limite supérieure de la fonction au point x^, 
U oscillation de la fonction au point Xq est la différence (o(:ro) 
entre L(;ro) et l(Xf^) : on peut dire aussi que c'est la limite vers 
laquelle tend l'oscillation de la fonction dans l'intervalle 

lorsque 8 tend vers zéro (*). L'oscillation de la fonction en un 
point représente le degré de discontinuité (le saut) de la fonction 
en ce point (*). 

La proposition suivante, due à M. Baire, établit une relation 
entre les oscillations d'une fonction aux divers points d'un inter- 
valle (ab) et ses oscillations dans les intervalles compris dans (ab). 

Lorsque aux divers points de (ab) l'oscillation ne dépasse pas 
un nombre fixe co, on peut faire correspondre à tout nombre e 
un nombre S assez petit pour que V oscillation reste inférieure 
à o) H- € dans tout intervalle de longueur 3 ('). 

En effet, s'il en était autrement, on pourrait déterminer des 
couples de points (a„b„) tels que l'on ait à la fois b,, — a» tendant 
vers zéro et \f(bn) — f(^f{)\ supérieur à w -h s. L'ensemble des 



(*) En effet, aux divisions A,, A,, ... correspondent des oscillations o),, ci),, .. 
telles que Ton ait (i>,= L,— /,. L^oscillation (i>(^o) ^^^ ^^ limiie des nombres 
décroissanis u>,-. 

(') On peut appliquer ces définitions à des ft>nctions non bornées; mais alors 
les nombres L(j;,) et l{Xp) ne sont plus forcément finis. Le degré de disconti' 
nuité d'une fonction en un point x^ est infini lorsque la fonction est illimitée 
dans rintervalle {x^ — 8, x^-\-h) quel que soit 8. 

La définition A^ oscillation d'une fonction en un point s'étend aux fonctions 
d'un nombre quelconque de variables; il suffit de remplacer Tinterynlle 26 par 
une sphère de rayon 6. 

(') Pour en déduire qu^une fonction continue en chaque point d^un intervalle 
est uniformément continue dans cet iniervalle, il n'y a qu'à considérer le cas où 
u est nul. Du reste, en traitant de la continuité, nous reprendrons avec plus de 
détails le raisonnement du texte (n** 19). 
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nombres a„ a au moins un point limite a; pour une suite de 
valeurs an tendant vers a, les b,i convergent aussi vers a; donc 
Toscillation en a surpasserait o), ce qui est contre l'hypothèse (*). 

Supposons maintenant la fonction /(x) définie aussi au poinl 
limite X(,. Elle est dite continue en ce point lorsque son oscilla- 
tion y est nulle; il suit de là que la valeur commune des limites 
supérieure et inférieure L(j:o) et l{xo) est la valeur de la fonc- 
tion en Xq (^). La fonction est continue dans un intervalle 
fermé (ab) lorsqu'elle est continue en tout point intérieur et, de 
plus, continue à droite du point a et à gauche du point b ('). 

Une fonction qui n'est pas continue est appelée discontinue (M. 

Prenons une fonction discontinue en un point jCq et considérons 
séparément les valeurs de x supérieures à a?,, et les valeurs infé- 
rieures à Xq, Pour les valeurs de x supérieures à x^^ les nombres 
// et L|, relatifs aux intervalles {x^^^ XQ-\-Zi\ 8|^o) dont nous 
avons parlé ont des limites la et L,/ lorsque les 8/ tendent vers 
zéro. On les appelle limites inférieure et supérieure de la fonction 

(*) La réciproque n'est pas vraie. Par exemple, soil une fonclion égale 
à sfs^-'.x pour :r ^o et à zéro pour x = o. Son oscillation est égaU à a au poinl 
zéro et à i dans chacun des intervalles ( — i,o), (o, + i), puisque la fonction est 
égale à — r ou à -4- 1, suivant que l'on a j: < o ou a: > o. 

{') La valeur de la fonction en ce point se confond donc avec ta limite des 
valeurs qu'elle prend dans son voisinage et réciproquement : par suite, on a là 
une autre manière de présenter la définition de la continuité en un point. 

(-^) Souvent on définit une fonction continue dans un intervalle celle dont 
Toscillation descend au-dessous de tout nombre donné dans tout intervalle suffi- 
samment petit (c'est-à-dire celle qui est uniformément continue): on a alors à 
démontrer qu'une fonction continue en chaque point d'un intervalle est continue 
dans cet intervalle {voir le dernier théorème du texte ou le n» 19). 

(*) Les fonctions représentées par 6^, — sin — > pour a: > o, ont à l'origine une 

discontinuité isolée, quelle que soit leur valeur à l'origine. 

La fonction sin a une infinité de discontinuités dans le voisinage de 

sin — 

X 

l'origine. 
La série 

V~©(/i!ar)L ç(a:)=i— lim ( sin ira:)*" — ' 

^^ L" • J n — m 

n 

est discontinue pour toutes les valeurs rationnelles de x et continue pour toutes 
les valeurs irrationnelles. 
La fonction de Dirichlet est discontinue en tout point. 
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à droite du point considéré. Leur diflerenoe L^ — /,/ représente 
l'oscillation (i></ de la fonction à droite de x^. Quand w^/ est nul, 
la fonction tend à droite de x^ vers une valeur déterminée que 
nous avons représentée pary(.rQ-|- o) [voir p. 20). 

F^orsque f{Jc^-{-o) existe et est égal à /(xq), la fonction est 
dite continue â droite de Xo ou encore semi-continue supérieu- 
rement au point Xq. Définitions analogues pour L^, /^, (o^, 
/"{Xq — o), ainsi que pour une fonction continue à gauche ou 
semi-continue inférieurenient. 

[ne fonction semi-continue inférieurement et supérieurement 
en un point est continue en ce point l'ne fonction semi-continue 
supérieurement en tout point d'un intervalle est semi-continue 
supérieurement dans cet inter\alle. Un nombre fini de fonctions 
semi-continues supérieurement a une somme qui jouit de la même 
propriété (* ). 

Un point x^ est pour f{x) une discontinuité de première 
espèce lorsque /(oTo -- o) et/(j7o-+- o) existent; c'est une discon- 
tinuité de seconde espèce lorsque les diflerences L,/ — /,/ et L^ — l/f 
ne sont pas toutes deux nulles. 

Une fonction est régulière en un point de première espèce lors- 
qu'elle a pour valeur en ce point la moyenne arithmétique de ses 
valeurs limites à droite et à gauche de ce point (^). 

On peut encore distinguer, avec Dini et Hankel, les fonctions 
ponctuellement et totalement discontinues dans un intervalle {ab). 
Les premières sont les fonctions discontinues qui restent continues 
sur un ensemble de points dense dans {ab) : en d'autres termes, 
dans tout intervalle compris dans (ab), il y a des points où elles 
sont continues (•^). L'oscillation de pareilles fonctions a donc pour 



(*) Pour les propriétés des fonctions semi-continues, cf. Baire, Fondions 
discontinues, p. 72. 

(') En ce cas la fonction 

est continue pour / = o. 

(^) Après quelques hésitations sur la définition à donner de cette notion^ 
qu'Harnack rattachait à celle d'intégrabilité, la définition du texte a prévalu : dès 
lors une fonction ponctuellement discontinue n'est pas toujours intégrable pas 
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minimum zéro dans toute portion de (aé), sans être pourtant tou- 
jours nulle, sinon la fonction serait continue (*). 

Au contraire, une fonction est totalement discontinue dans (ab) 
quand son oscillation n'a pas son minimum nul dans toute portion 
de (ab) (»). 

L'étude des fonctions ponctuellement discontinues se rattache à 
celle des fonctions limites simples de fonctions continues, comme 
nous le dirons en parlant de la classification des fonctions d'après 
M. Baire. 

Remarquons enfin qu'étant donnée une fonction présentant en 
des points isolés une singularité d'un certain type a„, une méthode 
appelée par Hankel principe de condensation des singularités 
permet d'en déduire une fonction y(^) ayant une singularité de ce 
type dans tout intervalle. Elle repose sur la propriété suivante des 
séries uniformément convergentes à éléments discontinus : un 
point est point de discontinuité pour une série uniformément con- 
vergente ii{x) lorsqu'il est point de discontinuité pour un élé- 
ment Un{x) de cette série et un élément unique ('). 

Ce théorème admis, on obtient la fonction cherchée f{x) en 
essayant de former une série uniformément convergente dont les 
éléments soient des fonctions u,i{x) ayant chacune des singula- 
rités du type a„ en des points isolés, telles de plus que l'ensemble 
formé par les singularités de tous les éléments w,i(jr) soit dense 
partout (*). 



plus qu'elle n'est toujours développable en série trigonomélriquc, quand même 
elle se comporterait régulièrement aux points de discontinuité. 

Pour toute fonction ponctuellement discontinue, l'ensemble des points de con- 
tinuité est de seconde catégorie, au sens de M. Baire, c'est-à-dire qu'il n'est pas 
constitué par la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles non denses. 

Cf. DiNi, Fondamenti per la teorica dette funzioni di variabili reati. — 
Hankrl, m. a., t. XX, p. 53. — Harnack, M. A. y t. XIX, p. 238; t. XXIV, p. 218. 
— VoLTERRA, Giorn. di Matent,, 1881, p. 76. — Prinosheim, Encyklopàdie, 
t. II, A., p. 39 et Notes 2o5, 208, 209. — Baire, C. /?., i8g8, i" semestre, p. 885: 
Fonctions discontinues, p. 74. — Borel, Fonctions de variables réelles, p. 26. 

(*) Inversement, l'ensemble des points où l'oscillation dépasse un nombre fixe 
n>st dense dans aucune portion de {ab). 

(') Telle est la fonction de Dirichlel. 

{*) C'est un corollaire de la proposition classique que nous démontrerons au n* 66. 

(*) Cf. Hankel, Untersuchungen iiber die unendlich o/t unstetigen und 
oscittirinden Funktionen, 1870 (et aussi M. A., t. XX, p. 69). — Dini, Fonda- 
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La considération des limites supérieure et inférieure d'une fonc- 
tion à droite et à gauche d'un point permet de compléter la notion 
de dérivée par celle de nombres qui peuvent remplacer dans cer- 
taines recherches les dérivées ordinaires et qui existent pour toutes 
les fonctions f{x)^ continues ou non, bien définies en un point o^o 
et dans son voisinage : ce sont les nombres dérivés. 

Comme s'il s'agissait d'obtenir la dérivée ordinaire, considérons 
le rapport 

Ses deux limites supérieure et inférieure à droite sont appelées 
nombres dérivés supérieur et inférieur de la fonction à droite 
du point considéré. On obtient de même les nombres dérivés 
supérieur et inférieur à gauche. 

Par exemple à l'origine, les fonctions représentées par x sin - 

se 

et X sin — h x'^ sin - pour ^ < o, et par zéro pour x = o, ont cha- 

cune pour nombres dérivés à droite -H ij à gauche — i. 

Toute fonction bien définie a en chaque point quatre nombres 
dérivés, finis ou infinis, distincts ou égaux. Quand les deux pre- 
miers coïncident, la fonction a une dérivée à droite ; quand les 
quatre coïncident, la fonction a une dérivée (*). 



menti per la teorica délie funzioni di variabili reali, § 107-116. — Darboux, 
A, E. N., 1875, p. 80 et 106. — BRODéN, Af. A., t. LI, p. 299. 

(') Celle nolion est due à Du Bois-Reymond, Dini, ScheelTer {A. Af., t. V, 
p. 5a). Elle n'exige pas que le domaine avoisinanl le point x^ soit continu. 

Lorsque les quatre nombres dérivés sont bornés, la fonction est continue. La 
réciproque n'est pas vraie, même si la fonction conlinue est à variation bornée; 

ainsi la fonction â7'sin~ a ses nombres dérivés non bornés. La condition des 

quatre nombres dérivés 6o/'/ie> conduit aux fonctions lipschilziennes (voir t/i/rà); 
celle des quatre nombres dérivés égaux donne la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'une fonction ait une dérivée. Quand un seul des qualre nombres 
dérivés est continu, il est égal aux trois autres, et par suite la fonction a une 
dérivée. 

Si les quatre nombres dérivés sont positifs, la fonction est croissante. Si les 
deux nombres dérivés à droite sont positifs, la fonction est croissante à droite; si 
les deux nombres dérivés à droite sont de signes contraires, la fonction n'est ni 
croissante, ni décroissante à droite. Enfin la fonction a un minimum en tout 
point où les deux nombres dérivés à gauche sont négatifs et à droite sont posi- 
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Ainsi soity(j7) une fonction continue dans un intervalle (a&), 
sauf en un point c où elle passe d'une valeur finie f\{c) à une 
autre valeur finie fiic). L'intégrale de f {x) prise entre a et x est 
une fonction continue de x dans l'intervalle (a6); cette intëg^^ale 
a partout une dérivée, sauf au point c, où elle a pour dérivée à 
gauche /i (c) çt pour dérivée à droite f^ic)- La fonction de Rie- 
mann que nous formerons tout à l'heure a pour intégrale une 
fonction qui a, sur un ensemble dense, une dérivée à droite et 
une dérivée à gauche. 

On a démontré par exemple que la condition nécessaire el su{(\- 
sante pour que deux fonctions continues ne diffèrent que par une 
constante est que leurs nombres dérivés correspondants soient 
égaux. 

15. Dans l'infinie variété de fonctions que la notion générale 
de fonction permet de concevoir, on se bornera évidemment à 
l'étude des catégories qui oflrent un intérêt pratique ou théorique. 
V^oici les principales classifications auxquelles les recherches ana- 
lytiques ont conduit. 

Prenons les fonctions réelles d'une variable réelle, et séparons- 
les d'abord en fonctions continues et discontinues. Parmi ces der- 
nières, en partant de l'idée la plus générale de fonction et eu 
restreignant de plus en plus cette notion, on pourra considérer 
successivement ( * ) : 

V Les fonctions mesurables f{x) au sens de M. Lebesgue, 
c'est-à-dire telles que, quels que soient les nombres A et B, l'en- 
semble des points pour lesquels on a A<y<! B soit mesurable 
Toutes les fonctions actuellement connues sont mesurables (*). 



tifs. On voil donc l'importance de ces nombres dans Vétude des variations des 
fonctions. 

Ces nombres dérivés s'interprètent géométriquement : si Ton construit la 
courbe y=f{x), ainsi que les droites AM joignent le point A(a?0, ^j) à un 
point quelconque M(^, y) de cette courbe, ils représentent les coefficients angu- 
laires de quatre droites limites faciles à définir (c/. Lebesgue, Leçons sur l'inté- 
gration, p. 68). , 

Pour d'autres applications, voir n* 199, note. 

(*) C/. Du Bois-Rbymond, Versuch einer Classification der willkurlichen 
Functionen (J. de C relie, t. 79, p. ai). 

(^) Toute fonction continue est évidemment mesurable, car les ensembles à 
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2" Les fonctions pour lesquelles chaque point est un point de 
discontinuité. Telle est la fonction de Dirichlet, égale à c pour 
toute valeur rationnelle de ^ et à rf pour toute valeur irrationnelle. 

3** Les fonctions intégrables au sens de Rieinann, c'est-à-dire 
relies dont les discontinuités forment un ensemble de mesure 
nulle, qu'il soit non dense ou dense partout (n** 159). Telle est la 
fonction discontinue iiitégrable, dite de Riemann (*), définie 
comme il suit. 

Désignons par {x) la fonction qui représente la différence entre 
un nombre quelconque x et l'entier le plus voisin, fonction que 
Ton appelle excès de x. Comme {x) ne serait pas déterminé pour 
les valeurs à égale distance de deux entiers consécutifs, convenons 
de plus qu'en ces points [x) = o (^). 

La fonction (^x) ainsi définie est discontinue aux points ; 

en ces points on a 

(.r — o) = -, {x)=o. {x-\-o)= 

Cela posé, formons la série 

f(x) = 1 H. . .H — -H 

Chacun de ses termes {nx) est continu sauf aux points—; > 



•xn 



c'est-à-dire — > p et 2 m étant premiers entre eux; de plus la 

série converge pour toute valeur de x et converge uniformément 
dans tout intervalle puisque la valeur absolue de [nx) est infé- 
rieure à - : donc la série /(x) est continue (n" 66), sauf peut-être 



considérer d'après la définition peuvent élre obtenus en formant des sonrimes d'in- 
tervalles. Dès lors il en est de luéme des fonctions croissantes et des fonctions à 
variation bornée. 

La limite d'une suite de fonctions mesurables est mesurable. 

Les fonctions de première classe et de seconde classe de M. Baire (voir infrà) 
sont mesurables; il en est de môme des fonctions intégrables au sens de Riemiinn, 
de la fonction de Dirichlet, etc. (c/. Lkbesque, Leçons sur V intégration, p. no). 

(*) RiKMANN, Œuvres, trad. p. 243 (ou B. D., 1873). 

(*) La fonction {x) est une fonction au sens de Cauchy, caron peut lui donner 
comme expression analytique un développement de Fourier, procédant suivant 
les lignes trigonométriques des multiples de a^x, partout convergent. 



64 CHAPITRE I. — LES PONCTIONS EN GÉNÉRAL. 

aux points— (*). Un calcul direct montre qu'en ces points la 

fonction a une limite à droite, et une limite à gauche (*) (la 
discontinuité est donc au plus de première espèce) et que ces 
limites sont différentes, car on a 

/(a:H-o) = /(-r) Î-- ( n- 1 h- -L ^-. . . ) = /(x) ^, 

f{x — o)=f{x) !- (iH 1 p-4-...)= f(x)-h -TT-T* 

La série y(a:) est donc discontinue pour toute valeur rationnelle 
de X qui, réduite à sa plus simple expression, a un dénominateur 
pair, par suite en une infinité de points dans chaque intervalle. 

Néanmoins cette série est intégrable, car ses discontinuités 
forment un ensemble dénombrable, donc de mesure nulle ('). On 

peut dire aussi que, l'oscillation aux points — étant égale à ^^> 

les points où elle surpasse s sont en nombre fini (n° 159). 

On pourrait rapprocher des fonctions intégrables les fonctions 
sommables au sens de M. Lebesgue, c'est-à-dire celles auxquelles 
s'applique sa définition d'intégrale (n" 160). Toute fonction mesu- 
rable bornée est sommable. 

4" Les fonctions ponctuellement discontinues sur tout en- 
semble parfait. Au point de vue de la représentation analytique, 
leur propriété caractéristique est d'être limites d'une suite simple 



(^) Ici la discontinuité de la fonction f{x) en ces points ne résulte pas du 
principe de condensation des singularités, car les divers termes {nx) ont des 
bingularités communes. De là la nécessité d'une vérification directe pour établir 
que les discontinuités ne se compensent pas de telle sorte que /{x) devienne 
continu. 

(^) Étant donnée une série uniformément convergente dans un intervalle, dont 
les éléments ont une limite à droite en un point x, la série a elle-même une 
limite à droite en ce point, et cette limite s'obtient en faisant la somme des 
limites à droite des éléments. 

Cette proposition se démontre par le même raisonnement que celle relative à 
la continuité (n* 66); son application donne immédiatement les résultats du texte. 

(^) Une fonction intégrable peut avoir une infinité non dénombrable de discon- 
tinuités dans tout intervalle. Pour des exemples, cf. Lebrsqub, Leçons sur /'l'/i- 
tég ration f p. 29. 
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de fonctions continues (*), c'est-à-dire représentables par des 
séries à éléments continus^ ou, ce qui revient au même, par des 
séries de polynômes (^). 

5" Les fonctions n'ayant que des discontinuités de première 
espèce (') : telle est la fonction intégrable de Riemann. 

Celles qui de plus sont régulières en ces points de disconti- 
nuité. La fonction de Riemann rentre encore dans cette catégorie, 
ainsi que toutes celles qui satisfont aux conditions de Dirichlet. 

6° Les fonctions monotones dans un intervalle, c'est-à-dire 
celles qui dans cet intervalle ne sont jamais décroissantes (ou 
jamais croissantes). Une fonction y(a?) n'est jamais décroissante 
dans un intervalle si l'on a 

quels que soient les nombres Xf et X2 choisis dans l'intervalle (*). 



O C/' Baire, C. H,f 1^98, I*' semestre, p. 884; Thèse, p. 6a ou Annali di 
Mat.', 1899; Fonctions discontinues f p. 124. iM. Lebesgue a démontré simplement 
le même théorème pour les fonctions de plusieurs variables, C. B., 1899, 
I*' semestre, p. 811. Voir aussi Bairk, B. S. Af., 1900. — Borkl, C. B., 1903, 
2* semestre, p. 903. 

Comme cas particulier, citons les fonctions ayant une infinité dénombrable de 
discontinuités, ou plus généralement celles dont l'ensemble des discontinuités est 
de première espèce. Cf. Baire, Fonctions discontinues, p. 11 et 17. — Lebesoue, 
B, D., 1898. 

(*) L'identité de ces deux derniers résultats découle presque immédiatement 
du théorème de Weierstrass (n* 16). 

(') Voici une de leurs propriétés essentielles : étant données deux fonctions 
quelconques f{x) et f (^) de ce type, on peut toujours déterminer une cons- 
tante k telle que pour la fonction F = /-+- Ar® on ait F (j?,— o) = F(a?0-H o), 
jTp désignant un point de discontinuité de première espèce commun aux deux 
fonctions. Cette propriété rend les fonctions / et 9 comparables entre elles en 
leurs points de discontinuité communs. Cf. Lkbbbgue, Séries trigonomé triques, 
p. 2. 

{*) La fonction serait croissante dans rintervalle si le produit ci-dessus était 
lonjours positif. Elle serait croissante e/t un point x^ de rinler«'alle si Ton pou- 
vait déterminer un nombre 6 tel que Ton ait 

{x — x.)\f{x)—f{ûB^)] >o (o<;a: — a7j<ô). 

Une fonction croissante dans un intervalle est évidemment croissante en chaque 
point de Tintervalle : on démontre aisément la réciproque. 
Nous avons rappelé le rôle des nombres dérivés dans la question de la crois- 



66 CHAPITRE I — LES PONCTIONS EN GÉNÉRAL. 

Les points de discontinuité d'une pareille fonction sont Ae pre- 
mière espèce, puisque, f{x) ne décroissant jamais quand x croît, 
la limite y (j:*o — o) existe toujours, quel que soit le point x^ 
choisi dans l'intervalle; de même f{xQ-\-o) est déterminé. De 
plus, ils forment un ensemble dénombrable (*). 

Toute fonction monotone est intégrable au sens de Riemann 
(n" 159). Lorsqu'une fonction monotone a une dérivée dans un 
intervalle, celle-ci n'y change pas de signe. A ce titre, on pour- 
rait en rapprocher les fonctions convexes et les {oncùon^ concaves 
de M. Jensen. Une fonction réelle, finie et uniforme est dite con- 
vexe dans un intervalle lorsque l'on a 



/(a?i)-H/(a^«) >y/ a^i-^ J^î \ 



quels que soient lés nombres X\ et x^ dans l'intervalle. Elle est 
concave lorsque, dans la relation précédente, il faut écrire ^(^). 
Elle est dite linéaire lorsque, dans cette relation, il faut constam- 
ment mettre le signe =. 



sance. En particulier, si une fonction ayant une dérivée d'Ans {ab) est croissante 
dans (a6), cette dérivée n'est jamais négative. Réciproquement, si la dérivée 
existe dans {ab) et n'est ni négative en aucun point de {ab), ni nulle sur aucun 
segment de {ab), la fonction est croissante dans {ab). 

Dans l'étude de la croissance, le cas le plus simple est celui où {ab) peut être 
partagé en un nombre fini de parties telles que dans chacune d'elles la fonction 
soit monotone, et par suite, si la fonction a une dérivée, en un nombre yS/ii de 
parties telles que dans chacune d'elles la dérivée ait un signe déterminé ou soit 
nulle. 

( * ) Kn effet, l'hypothèse a < a:, < a?, < . . . < ir„ < 6 entraîne 

/(^)-/(a)è[/(^. + o)-/(a7,-o)]+...-^[/(a7,H-o)-/(ar,-o)]; 

par suite les points pour lesquels f{x-\-o)^f{x — o) surpasse c sont en 
nombre fini, quel que soit c. 

(') Ces dénominations viennent de ce que l'on peut écrire, dans le cas où la 
fonction /(â;) a une dérivée seconde continue. 

Par suite dans ce cas une fonction est convexe ou concave suivant que sa dérivée 
seconde est positive ou négative, ou encore suivant que la courbe y—f{x) 
tourne sa convexité ou sa concavité vers les^ négatifs. 

Sur les propriétés des fonctions convexes et leurs applications; cf. Jensbn, 
A. M., t. XXX, p 175. 
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7° Les fonctions à variation bornée de M. Jordan (*). 

?>o\if{x) une fonction bornée définie dans un intervalle (aé). 
Si l'on partage cet intervalle en un nombre fini de parties {xi^ ^i+i), 
l'expression 

i 

définit la variation de la fonction dans le mode de subdivi- 
sion (x/, Xi^x ). Lorsque cette somme est bornée, quelle que soit la 
manière dont on choisisse les points x/, la fonction /(a?) est dite à 
variation bornée (*-*). 
Posons 

Ab) —/{a) = 2 [/(Xi^i ) —/{Xi)] =p~n, v = p -h n 

et, par suite, 

(1) P = 2^ -H /(a) -/(6), V = 2// H-/(6) -/(a). 

Les nombres p et — n désignent la somme des variations des 
quantités y*(j;^|.4) — /{xi)j qui sont respectivement positives et 
négatives. Ces relations montrent que, si l'une des trois quan- 
tités V, p, n est bornée, il en est de même des deux autres. 

Les limites supérieures V, P, N des nombres t',/?,/! relatifs à tous 
les modes de division possibles de l'intervalle (a6) (ces trois limites 
existent si l'une existe) s'appellent variation totale, variation 
totale positive, variation totale négative de la fonction /(x) (') ; 



(') Elles sont imporlantes à bien des points de vue; par exemple, ce sont en 
définitive les fonctions développables en séries trigonoinétriques. Mais les fonc- 
tions continues à variation bornée offrent un intérêt spécial, car elles permettent 
d'introduire la notion de courbe de longueur finie ou rectifiable (n** 156). 

(^) Cf. Jordan, Analyse^ 2* édition, 1. 1, p. io5. — Lebksoue, Leçons sur l'inté- 
grationy p. 49 ^^ ^4* — Study, M. A.^ t. XLVII, p. 3 13 [il les étudie sous le 
nom de fonctions à oscillation totale finie {Funktionen mit beschrànkter Schwan- 
kung)]. 

Remarquons que, si Ton intercale un point de division entre x^ et J7,^p la va- 
riation V ne peut qu'augmenter; son accroissement est au plus égal au double 
<le l'oscillation de/(â7) dans Tintervalle {x^x^^^). 

(^) On serait conduit à la même variation totale V si, à la place d'un nombre 
fini d'intervalles, on en considérait une infinité telle que leurs extrémités forment 
un ensemble réductible. 
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elles satisfont aux égalités 

M /(A)-/(a)=P-N, V = P-4-N, 

comme on le déduit des relations (i). 

On peut encore remarquer qu'une fonction est à variation bor- 
née lorsque la somme de ses oscillations dans les intervalles (xiXl^^) 
a pour limite supérieure, lorsqu'on divise l'intervalle {ab)de toutes 
les manières possibles, un nombre fini {^). 

Théorème. — Toute fonction à variation bornée est la dif- 
férence de deux fonctions monotones, et réciproquement. 

En eflet, appliquons à un intervalle {ax) la première des éga- 
lités (2); il vient 

/(:r)=[/(a)+P(:r)]-[N(x)], 

ce qui justifie le théorème, puisque P(j?) et N(:r) croissent avec x. 

Ou peut même faire en sorte que chacune des fonctions crois- 
santes, dont f{x) est la différence, soit positive : il suffit pour 
cela d'ajouter à chaque parenthèse une même quantité croissante 
et positive, telle que \f{a)\ -{- x — a. Le problème admet une in- 
finité de solutions. 

Laréci|)roque est immédiate, puisqu'une fonction croissante /(j:^) 
a pour variation totale /( 6) — /(^)? quantité bornée. 

Corollaires, I. — Étant donnée une fonction à variation bor- 
née f{x)^ on peut toujours trouver une fonction croissante bor- 
née F(^) telle que l'on ait 

F(a:-h/i)-F(a7)<|/(j7-hA)-/(a7)| (A>o), 

c'est-à-dire qui varie plus vite quef{x). 

En ellet, il suffit de prendre pour F la somme des deux fonc- 
tions croissantes dont/ est la différence. 



(^) La somme, la diirérence et le produit de deux fonctions à variation bornée 
sont des fonctions de même nature; il en est de même de Finverse d'une pa- 
reille fonction quand son module dépasse un nombre fixe. Cela tient à ce que 
l'oscillation d'une somme dans un intervalle est au plus égale à la somme de^ os- 
cillations de ses parties. 
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La réciproque est vraie, car, si Finégalité ci-dessus est satisfaite, 
f est la différence des deux fonctions croissantes F et F — f. 

II. — Une fonction à variation bornée a au plus une infinité 
dénombrabte de discontinuités (* ) : elles sont de première espèce. 
La réciproque n'est pas vraie ; même une fonction continue peut 
ne pas être à variation bornée : telle est dans tout intervalle la 
fonction de Weierstrass, et dans le voisinage de l'origine la fonc- 
tion arsin- (^). 

III. — Une fonction à variation bornée est intt'grable au sens 
de Biemann (n** 159). 

Enfin, on voit immédiatement (\\x\ine fonction à nombres déri- 
vés bornés est à variation bornée ; car sa variation totale ne dé- 
passe pas Mo dans un intervalle d'étendue S, M désignant une 
limite supérieure des valeurs absolues des nombres dérivés. 

8** Les fonctions développables en séries trigonométriques {voir 
n" 84). 

9° Les fonctions qui, dans un intervalle (a/>), satisfont aux con- 
ditions de Dirichlet. Elles ont été considérées par ce géomètre 
dans son Mémoire classique sur la série de Fourier, et il les a 
définies par les propriétés suivantes : 

a. Elles sont unirornies et bornées. 



(') On peut aussi raisonner directemeni en remarquant d'abord que les points 
où ToscillatioD de la fonction surpasse un nombre arbitraire s(s>o) sont en 
nombre fini. Dès lors, soient Cj, c,, ... des quantités tendant vers zéro en dé- 
croissant : les points pour lesquels l'oscillation surpassera s„ sans surpasser s._| 
sont en nombre fini. 

(^) Ce n'est pas parce que ces fonctions ont une infinité de maxiroa et de 

minima qu'elles sont à variation non bornée ; par exemple, la fonction x^ sin ^1= 

est à variation bornée, bien qu'elle ait aussi une infinité de maxima et de mi- 
nima dans le voisinage de l'origine. En effet, elle admet un maximum ou un 

minimum, et un seul, dans chaque intervalle ([xr) ^, (p-+i '^) ^y '^ valeur 
absolue de ce maximum ou de ce minimum est au plusdxic) ^ : dès lors, la va- 
riation totale de la fonction est au plus j \] ( (aic) ', nombre fini. Cf. Lebksqub, 
Leçons sur rintégraCion, p. 55. 
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6. Elles ont un nomhrejini de points de discontinuité, tous de 
première espèce, et elles s'y comportent régulièrement. 

c. Leur variation ne change de sens quun nombre fini de 
fois dans l'intervalle considéré (* ). 

Pour de pareilles fonctions, l'intervalle {ab) peut être divisé en 
un ïLoinhve fini d'intervalles dans chacun desquels la fonction est 
monotone; par suite, ces fonctions peuvent être représentées par 
la différence de deux fonctions monotones (-). C'est à cette pro- 
priété, caractéristique des fonctions à variation bornée, qu'elles 
doivent d'être développables en séries trigonométriques, d'être 
intégrables, etc. 

16. Considérons maintenant les fonctions uniformes et conti- 
nues dans un intervalle fermé {ab). Au point de vue de la repré- 
sentation analytique et de l'approximation, elles jouissent toutes 
d'une propriété fondamentale établie par Weierslrass ('), et que 

(*) Par exemple, la fonction de VVeierslrass ne satisfait dans aucun intervalle 
aux conditions de Dirichlet, puisqu'elle a dans tout iniervalle une infinité de 
maxinna et de miuima. 

Des trois conditions de Dirichlet, la dernière seule est essentielle dans les 
applications : les fonctions non bornées ayant une infinité de discontinuités 
jouissent des mêmes propriétés que celles de Dirichlet, pourvu qu'elles satis- 
fassent à la condition c et que \f\ ait une intégrale; nous dirons alors qu'elles 
satisfont aux conditions de Dirichlet généralisées. 

( = ) Cf, PiCAKD, Analyse, i* édition, t. I, p. 256. — Dk la Vallee-Poussin, 
Analyse, t. II, p. 3oi. — La réciproque n'est pas vraie 

{^) Weierstkass, Berliner Sitzungsb.^ i885; J. M. i886 (traduction Lange! ). 
— Cf. aussi les démonstrations plus simples données par MM. Lebesoue (i9. A. 
p. 278; c'est celle que nous donnons dans le texte), Picard {^Analyse, 2* édi- 
tion, t. 1, p. 276; elle repose sur l'emploi des séries trigonométriques), Mittag- 
Lkfkler (/?. del Circolo di Palermo, 1900, p. 217), Volteriu (même Revue, 
1897, p. 83), Lekch {A. Af.f t. XXVII, p. 339), ainsi que le théorème plus gé- 
néral démontré par M. Stckloflf (C. /?., 1902, 2* sem., p. 848). 

Knfin MM. Runge {Zeitschri/t M. und P,, 1901, p. 229) et Borel {Fonctions de 
variables réelles, p. 75) ont montré que la formule d'interpolation de Lu^runge, 
bien que fournissant des polynômes P„_j( 27; qui servent de valeur approchée à la 
fonction f{x) (et coïncident avec cette fonction pour n valeurs x^ de la variable), 
ne peut conduire au théorème de Weierstrass, L'approximation n'augmente même 
pas forcément avec le nombre n des abscisses jr„ choisies dans l'intervalle {ab)* 

Le théorème de Weierstrass s'étend aux fonctions continues de plusieurs va- 
riables et même, avons-nous vu, aux fonctions de plusieurs variables au plus 
ponctuellement discontinues dans tout ensemble parfait {Voir les références 
données plus haut). 
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nous démontrerons dès maintenant en supposant connus les prin- 
cipes les plus élémentaires relatifs aux séries. 

Théorème fondamental. — Toute fonction f{x) continue 
dans un intervalle (ab) est représentable dans cet intervalle 
par des séries de polynômes absolument et uniformément con- 
vergentes. 

Montrons d'abord qu'à tout nombre positif e, on peut faire cor- 
respondre un polynôme P(^) tel que \f{x) — P(-^) | n'atteigne 
pas £ pour toute valeur de x dans l'intervalle (ab). 

Le théorème est évident pour une fonction continue dans l'in- 
tervalle (ab) qui serait nulle dans une partie (aa) de cet intervalle 
et représentée par un segment rectiligne dans la partie restante (oib). 
En effet, d'abord, par un changement de variable du type 

X = mx -4- n, 

on peut remplacer les intervalles (aa), (a6) respectivement 
par ( — I, o) et (o, H-i), par suite traiter le cas d'une fonc- 
tion à{jc) nulle dans le premier de ces intervalles et représentée 
par un segment rectiligne dans le second. Or, une pareille fonction 
peut s'écrire 

^ix) = k(x-h \x\). 

D'autre part, dans l'intervalle ( — i. H- i), |^| peut être déve- 
loppé en série uniformément convergente ordonnée suivant les 
puissances de i — j:^, car on a | a? | = y/i — (i — x^). Donc, dans 
cet intervalle, ^(x) peut être représenté par un polynôme avec 
telle approximation que Ton voudra. 

Cela posé, je dis que la fonction /(x) peut être remplacée, avec 
une erreur inférieure à la moitié de e, par la somme d'un nombre 
fini de fonctions du même type que ^{x). En effet, entre a et 6 
insérons des points de division ai, as, ..., a/^-i, assez voisins 
pour que dans chacun des intervalles (a/, a/4.1 ) l'oscillation de la 
fonction y(j:) n'atteigne pas la moitié de £ (n° 19), et désignons 
par ^(x) l'ordonnée de la ligne brisée obtenue en joignant les 
points A, A|, Aa, ..., B de la courbe y = f(^x) qui corres- 
pondent aux abscisses a, ai, as, ..., 6. La fonction f{x) est 
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continue et la valeur absolue Aef — o n'atteint jamais la moitié 
de e (*). 

Considérons la droite déterminée par les points A et Ai : 
soit ^%{x) l'ordonnée de cette droite dans l'intervalle {ab). o{x) 
est égale à la somme de ^i {x) et d'une fonction continue f i {x) 
nulle sur {aa^) et représentée sur (ai 6) par une nouvelle ligne 
polygonale A'^ A^ A, .... 

De même 7i(^) est égale à la somme d'une fonction conti- 
nue '\2{^) nulle sur {aa^) et représentée sur (ai 6) par la droite 
qui passe par A', et A^, et d'une fonction continue f 2(^) nulle 
sur {aa^) et représentée sur {a^b) par une nouvelle ligne po- 
lygonale A'j A'^ 

De proche en proche on remplacera ainsi ^{x) par la somme 
de n fonctions continues ifi{x) nulles sur (aa/.,) et définies 
sur (ai_< b) par un segment rectiligne. Chacune des n fonc- 
tions ifi{x) étant représentable par un polynôme avec une erreur 

inférieure à ^ — > leur somme 'f (^) est représentable par un poly- 
nôme avec une approximation inférieure à la moitié de e ; la fonc- 
tion /*( a?) elle-même différera de ce polynôme d'une quantité in- 
férieure à e en valeur absolue. 

Ce lemme admis, prenons une suite de nombres positifs 

^lî ^1» • • • > ^'lï • • • 

décroissants et tendant vers zéro. A chacun d'eux S/, on peut faire 
correspondre un polynôme P/i(^) qui diffère de/(x) d'une quan- 
tité inférieure à e,^ en valeur absolue : de plus, ces polynômes con- 
vergent uniformément \evsf{x)^ puisque les nombres €« sont indé- 
pendants de X. Dès lors, la série 

converge vers f{x) et converge uniformément. Sa convergence 

(') En effet, dans Pintervalle (a,, a^^, ), x est de ia forme a,-f- 6(a,-^, — a,), 
ce qui donne 

/(a:)-(p(a:) = (i-e)[/(a:)-/(a,)] + e[/(ar)-/(a,^,)] (8<i): 

e 

les multiplicateurs de (f— B) et de 6 sont chacun inférieurs à -• 
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absolue résulte de ce que | P,i — Pn-i \ n'atteint pas £«4- ^n-iy et 
par suite peut être rendu inférieur par exemple à— ^7 quel que 
soit /i. 

Revenons à la classification des fonctions continues ; on peut 
distin^er les catégories suivantes : 

i" Les fonctions continues à variation non bornée. Telles 
sont la fonclion de Weierstrass et la fonction a^sin-- 

X 

2"* Les fonctions continues à variation bornée et à nombres 
dérivés non bornés. Telle est la fonction x^ sin - • 

X 

Les fonctions continues à nombres dérivés bornés, plus souvent 
appelées yb/ic^/o/25 lipschitziennes (*), Ce sont celles qui satis- 
font dans un intervalle à la condition dite de Lipschitz. 

\f(x-hh)^f{xj\<k\h\, 

k désignant une constante positive, x eX. x '\- h deux points quel- 
conques de l'intervalle (*). On sait le rôle important de ces fonc- 
tions dans la théorie des équations diflerentielles, à propos des 
théorèmes d'existence ('), ainsi que dans d'autres questions: sou- 
vent on peut raisonner sur ces fonctions comme sur celles qui ont 
une dérivée. 

3** Les fonctions continues ^e/e ont une dérivée. 
Remarquons qu'étant donnée une fonction continue, même 
ayant une dérivée dans un intervalle («6), il peut être impos- 



(^) Ces fonctions ont été introduites indépendamment de la notion de nombre 
dérivé. — Cf. les Mémoires de Lipschitz $ur les séries trigonométriques {J. 
de Crelle, i. 63, p. 296) et sur l'intégration {B. D., 1876, p. i49)- 

Les intégrales définies rentrent dans celte classe. 

Nous avons déjà remarqué qu'une fonction à nombres dérivés bornés est à 
variation bornée. 

(^) En elTet, une pareille fonction a évidemment ses nombres dérivés bornés. 
La réciproque est vraie. 

(^) Le théorème fondamental (inexistence d'une fonction continue^ comme 

intégrale de Téquation -y- =f{x,y) suppose seulement que la fonction / satis- 
fait, dans un intervalle convenable, à la condition de Lipschitz. 
Cf. aussi Mittao-Lefpleu, A. M., t. XXIV, p. a3o. 
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sible de trouver dans (ab) un intervalle assez petit pour que la 
fonction y soit monotone ( *). 

Inversement, une fonction continue monotone dans un inter- 
valle (ab) peut n'avoir de dérivée dans aucun intervalle, si petit 
soit-il, de (ab) (^). 

Aussi, pour qu'à une fonction corresponde une courbe ordi- 
naire, c'est-à-dire analogue à celles que l'on rencontre dans les 
éléments et dont l'intuition sensible donne l'idée (courbe divi- 
sible en un nombre fini de parties convexes, etc.), il faut ajouter 
à la continuité de la fonction deux conditions distinctes relatives 
l'une à Y existence (Vune dérivée y l'autre à V absence dUin 
nombre infini de maxima et minima ('). 

4® Les fonctions continues /(a:) qui ont une dérivée continue 
dans un intervalle {ab). On peut les représenter par des séries de 
polynômes telles que ces séries et les séries formées par les déri- 
vées de leurs termes convergent uniformément vers f{x) Qlf{x) 
entre a et 6 (*). 

5" Les fonctions continues y(j?) qui ont des dérivées de tous 
les ordres^ toutes finies, et dès lors toutes continues. Ces der- 
nières se rangent en deux classes. Les unes sont analytiques, 
c'est-à-dire développables dans le voisinage de chaque point en 
séries de Taylor. Les autres ne sont pas analytiques (') : on 



(') Il suffit de considérer la fonction définie par j?- sin - pour â;>o et par 

zéro pour a? = o, pour constater que ceci peut avoir lieu dans le voisinage (Tun 
point. Pour le cas général, cf. Cântor, M. A., t. XIX, p. Sgi. — Sghwarz, 
Œuvres, t. II, p. uGg. 



(') Ainsi la fonction continue et monotone x 



I =h sin(logâ7')| n'a pas de 



X 



dérivée à l'origine. Pour le théorème lui-môme, cf. Kœpcke, M. A.,X. XXXV, p io4. 

(^) Pour qu'une courbe soit ordinaire, il faut qu'elle jouisse des propriétés 
ci-dessus, quelle que soit l'orientation qu'on lui donne dans le pian. La dernière 
des conditions énoncées est donc multiple. 

Rappelons que même une fonction à variation bornée peut avoir une infinité 

de maxima et de minima. 

{*) Cf. Painlevê, C. B., 1898, !•' semestre, p. 385. 

__ j_ 

(^) Par exemple, la fonction représentée pare '* pour x^o et par zéro 
pour â? = o a à l'origine des dérivées de tous les ordres; néanmoin:^ elle n'est 
pas développable en série de Mac-Laurin. Bien que la série de Mac-Laurin relative 
à cette fonction soit convergente, elle ne représente pas la fonction ( Koirn*177). 

A de pareilles fonctions peuvent encore ne pas correspondre des courbes or- 
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peut leur donner pour expression analytique une série de la forme 

s (a:) = N (a/ja?"-*- bn ces /mu? 4- c„ sin/tiur); 

les dérivées de/(x) sont représentées par les séries formées par les 
dérivées correspondantes des termes de s{x)j et toutes ces séries 
convergent uniformément dans Tinlervalle (ab), comme l'a mon- 
irô M. Borel (*). 

Cette dernière distinction conduirait à passer du domaine réel 
au domaine complexe ; car, de toutes les fonctions dont nous avons 
parlé, seules les fonctions analytiques (variables réelles) con- 
servent leurs propriétés, spécialement restent continues et déri- 
vables^ lorsqu'on sort du champ réel. La définition des autres se 
trouve limitée au champ réel ; leur continuation en dehors de ce 
champ, leur prolongement, ne se fait plus d'une manière natu- 
relle et en tout cas ne peut laisser ces fonctions continues et déri- 
vables. 

17. On peut aussi classifier les fonctions d'après les équations 
diflérentielles auxquelles elles satisfont; les solutions de certaines 
équations différentielles algébriques ont conduit à des fonctions 
de première importance (e*, sin5, sd5, pz, etc.). 

V un autre point de vue, on pourra ranger les fonctions d'un 
nombre quelconque de variables d'après les représentations dont 
elles sont susceptibles (séries entières, séries de polynômes, séries 
trigonométriques, etc.) ('•*). Par exemple, pour classiiier le groupe 



dinaires, au sens ci-dessus. C'est ce qui arrive pour la fonction définie par 

e '* sin — pour a; ^ o et par zéro pour x = 0, 

(') De même, une fonction de plusieurs variables réelles, continue dans un 
domaine et admettant des dérivées partielles de tous les ordres, est dévelop- 
pable en une série 

11=0 

(P. désignant un polynôme en x^^ ..., cosjr^), série uniformément convergente 
et dérivable terme à terme indéfiniment. — Cf. Borel, A, E. JV., 189S, p. 35 ; 
1896, p. 79; Fonctions de variables réelles, p. 68. — Prinoshbim, M. A., i. XLIV, 
et Chicago Congress Papers, p. 394. — Voir aussi une note du n* 177. 
(') C/. les notes précédentes et les n" 06, 83, 188, eic. 
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des fonctions discontinues qui sont limites de fonctions continues 
ou bien limites de limites de pareilles fonctions, voici comment 
procède M. Baire (*) : 

Dans une première classe, dite classe zéro y il place les fonc- 
tions continues : nous venons de dire qu^elles sont développables 
en séries de polynômes. (Pour simplifier, nous supposerons qu'il 
s'agit de fonctions A^une variable, et nous représenterons celles de 
classe Ç9it f,t{x),fm,n{x), ) 

Une série de fonctions de classe 0, si elle ne détermine pas 
une fonction de classe 0, définira une fonction de classe 1 : la 
classe 1 comprend donc les fonctions discontinues Fer), repré- 
sentables par des séries simples de fonctions continues, et Ton a 

11=0 

Nous avons dit précédemment quelles sont les seules disconti- 
nuités possibles dans les fonctions de classe 1 (^). 

De même, quand une série de fonctions de classe \ ne déter- 
mine pas une fonction de classe ou 1, la fonction qu'elle défmil 
sera dite de classe 2. Les fonctions ^{x) de classe 2 sont donc 
représentables par des séries doubles à éléments continus 

« « « 

m = m=:0 n = 

telles que la sommation relative aux valeurs n doive précéder celle 
relative aux valeurs m, 

La fonction de Dirichlet rentre dans cette classe. 

On est ainsi amené à définir des fonctions de classe arbitraire 
3, 4î . • . , /i, . . . qui seront représentées par des séries triples, qua- 
druples, etc., sans qu'on puisse réduire la série triple à une série 



(*) C H., 1898 et 1899. Thèse, p. 68 {Annali di ,Matem., 189g), el sui*toat 
Fonctions discontinues, 1906, el A, M., t. X\X, où sont exposées les propriétés 
caractéristiques des fonctions des diverses classes. 

(^) Toute fonction semi-continue supérieurement (ou inférieurement), toute 
fonction dérivée est ponctuellement discontinue, et dés lors rentre dans ceUe 
catégorie {cf. Baire, Fonctions discontinues). 
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double, etc., dont les éléments seront des fonctions continues ou 
des polynômes. 

On peut poursuivre et définir des fonctions de classe a>, o> H- i, 
. . . , o>2, . . . , (o*^, . . . , en désignant par ces symboles les nombres 
transfinis de M. Cantor ( * ). 

// existe effectivement des fonctions de toute classe; en 
d'autres termes, on ne peut sans contradiction admettre à la fois 
les axiomes ordinaires de l'Analyse et ce théorème : toute suite 
convergente de fonctions des classes égales ou inférieures à a a 
pour limite une fonction de classe égale ou inférieure à a (^). 

On terminerait cette classification par les fonctions non repré- 
sentables analytique ment y fonctions dont on a aussi démontré 
l'existence ('). 

18. Le nombre des conditions nécessaires pour déterminer une 
fonction dans son domaine d'existence peut encore servir de base 
à leur classification (^). 

On remarquera d'abord que, s'il s'agissait de la fonction discon- 
tinue la plus générale, ni le nombre des variables, ni l'étendue de 
l'intervalle d'existence (dans le cas des fonctions d'une variable) 
n'influerait sur le nombre de ces conditions. En effet, pour déter- 
miner une pareille fonction, il faut donner sa valeur en chaque 
point : or, l'ensemble des points de l'espace a même puissance que 
Tensemble des points du segment (o, i). 

Une classe intéressante sera formée par les fonctions définies au 



(^) Ainsi, l'ensemble des classes de fonctions, conçu logiquement, jouit des 
propriétés suivantes : 

I* Il D*est pas dénombrable ; 

a" Avant une classe quelconque, il n'existe qu'un nombre fini ou dénombrable 
d'autres classes; 

3<* Après tout ensemble dénombrable de classes, il existe une nouvelle classe. 

(') Cf. Baikb, Thèse, p. 71. — Borrl, Fonctions de variables réelles, p. i56. 
— Lebesgue, J. Af., 1905, p. 2o5. 

(^) La démonstration résulte de la juxtaposition de ces deux propositions : 

1* L'ensemble des fonctions a une puissance supérieure au continu (théorème 
dû à M. Cantor); 

2« L'ensemble des fonctions représentables analytiquement n'a pas une puis- 
sance supérieure au continu. (Cf. Lebesque, /. M,, 1906, p. ai3). 

(*) C/, BoRBL, Leçons sur la théorie des fondions, p. ia3; A, E. JV., 1896, 

p. 47. 
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moyen d'une infinité dénombrable de conditions : telles sont les 
fondions continues, les fonctions discontinues seulement en une 
infinité dénombrable de points. Parmi ces fonctions, on rangera à 
part celles qui sont déterminées dans tout leur domaine d'existence 
par leurs valeurs dans le voisinage d'un seul des points de ce do- 
maine : ce sont les fonctions analytiques d'une variable complexe. 
Enfin, une série entière peut être envisagée comme ayant le 
même nombre de coefficients, qu'elle soit à une ou plusieurs va- 
riables. Même l'ensemble de m séries entières à p variables ue 
j\ présente pas plus de généralité, au point de vue arithmétique, 
qu'une seule série entière à une seule variable : dans les deux cas, 
l'ensemble des coefficients est dénombrable. Cette dernière re- 
marque expliquera certains paradoxes que l'on rencontrait autre- 
fois dans la définition de V intégrale générale d'une équation aux 
dérivées partielles lorsque, pour y parvenir, on voulait compter 
les fonctions arbitraires qui y figurent (n^ 209) : cette définition 
doit reposer sur d'autres considérations, car le nombre des coeffi- 
cients arbitraires qui figurent dans m fonctions analytiques forme 
toujours une infinité dénombrable, quel que soit m. 



CHAPITRE IL 



LES FONCTIONS ANALYTIQUES. 



Dans cet Ouvrage, nous traitons spécialement des fonctions 
analytiques (Tune variable complexe. C'est l'étude des phéno- 
mènes naturels et la commodité des calculs qui ont amené, en 
restreignant la notion de fonction, à faire les hypothèses complé- 
mentaires d'où est sortie la théorie des fonctions analytiques. Leur 
domaine embrasse les fonctions les plus intéressantes dans toutes 
les branches des Mathématiques : Théorie des nombres, Théorie 
des équations diflTérentielles ou des équations fonctionnelles algé- 
briques, Géométrie, Physique mathématique. 

Aborder leur étude par les procédés de Cauchy revient à envi- 
sager les fonctions qui sont finies, continues et ont une dérivée. 

Les notions correspondantes se présentent également lorsqu'on se 
place au point de vue de Riemann ou de Weierstrass. Aussi est-il 
bon d'en grouper ici les définitions précises en les appliquant aux 
fonctions. 

§ L — Fonctions continuks. 

19. Nous avons défini plus haut la continuité en un point en la 
rattachant à la notion d'oscillation nulle. Cela revient à dire, d'une 
manière plus classique, qu'une fonction d'une ou de plusieurs 
variables, définie en un point (xo,^o, . . .) et dans son voisinage, 
ou simplement définie au point (2^07 ^o? • • •) ainsi que sur un en- 
semble ayant ce point pour point limite, Qslcontinue en ce point, 
si elle a pour valeur limite au point (^09 ^o? • • •) ^^ valeur qu'elle 
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prend en ce point (*). En d'autres termes, la fonction est continue 
lorsque à tout nombre positif donné z on peut faire correspondre 
un nombre positif 8, tel que Ton ait 

(0 l/(^ -^h,y-hk, .. .) — /(^, y, ..,)\<t 

\ |A]H-|A:|H-...>o ;' 

les points (a: -h A, ^ -|- A", . . .) devant appartenir à l'ensemble où 
la fonction est définie. On suppose que la fonction est finie au 
point considéré (^). 

Une fonction définie sur un ensemble fermé E est continue sur 
cet ensemble quand elle est continue en tout point limite de Ten- 
semble ('). En particulier, elle est continue dans un domaine 
continu fermé quand elle est continue en tout point du domaine 
et de sa frontière. Voir n® 23 (*). 

Occupons-nous d'abord des fonctions continues âf'a/ié variable. 

Si une pareille fonction est continue dans un intervalle (ab), 
on peut écrire, en prenant les notations de Dirichlet, 

/(x±o)=/(x) (a<x<b); 
/(a-+-o)=/(a), Ab-o)=/(b). 



(^) Ainsi la fonctioo a* définie seulement pour les valeurs rationnelles de x 
est continue pour chaque valeur rationnelle de x (chaque nombre rationnel est 
un point limite de l'ensemble des nombres rationnels). On s'appuie même sur 
cette propriété quand on définit a* pour les valeurs iiTationnelles de x. 

On n'étudie pas la continuité en un point d'un ensemble lorsque ce point n'est 
pas point limite. 

(') D'après le second critère de convergence, les inégalités du texte exprimant 
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction /{x) soit continue 
en un point x peuvent être remplacées par les suivantes : 

\ \X'-'X\-h\X^x\>0 / 

(^) La fonction est ponctuellement discontinue relativement à l'ensemble £ 
lorsque au voisinage de tout point de E il y a des points de E où la fonction est 
continue relativement à E. 

(^) Comme nous Pavons dit, on peut aussi définir la continuité dans uo 
domaine, par exemple dans un intervalle, par les inégalités 

1/(0?')- /(a;-) |<«, pour \x'-x"\<5, 
quels que soient les points x' et x' choisis dans l'intervalle. 
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La fonction est déterminée dans tout Fintervalle dès qu'on 
connaît ses valeurs aux points rationnels de l'intervalle (*). En 
eflet^ tout point x peut être considéré comme point limite d'un 
ensemble de points rationnels ^p^, et la continuité exige 

f(x)= lim /{TpJ. 

Du reste, ces valeurs aux points rationnels ne sont pas arbi- 
traires : les conditions auxquelles elles doivent satisfaire sont même 
des plus compliquées. 

A la notion de continuité se rattache celle de continuité uni- 
forme. Pour la définir, reprenons les inégalités (i) en les appli- 
quant par exemple à une fonction de deux variables continue dans 
un domaine fermé. En chaque point du domaine, a tout nombre 
positif donné s, correspond un nombre o et même une infinité de 
nombres S, tels que les inégalités (i) soient satisfaites. Si de plus 
on peut satisfaire aux inégalités (i) en tous les points du domaine, 
par une même valeur de o (^), on dit que la continuité de la 
fonction est uniforme dans le domaine considéré. 

On peut remplacer la définition ci-dessus par la propriété carac- 
téristique suivante : une fonction est uniformément continue 
dans un domaine lorsque à tout nombre positif donné • on peut 

( ^ ) Plus généralement, une fonction continue est déterminée dans un ensemble E, 
quand on connaît ses valeurs en tous les points d'un ensemble C partout dense 
relativement à E. 

Le théorème du texte est dû à Heine {Journal de Crelle, t. 7i, p. i83). 

( ^) Soit l{Xyy) la limite supérieure des quantités 8 au point {x, y), e éiant 
supposé fixé. Ces nombres A forment un ensemble d'éléments tous positifs : la 
continuité est uniforme si sa limite inférieure est positive (et non pas nulle). 

Ici, de fait, ces grandeurs A sont fonctions continues de {Xy y) : donc elles 
atteignent elTectivement leur limite inférieure (n^'iO), qui dès lors est positive. 
La continuité de A résulte à son tour de ce que la différence des valeurs de A en un 
point {X, y) et en un point M intérieur au cercle de rayon A décrit de {Xj y) 
ne dépasse pas en valeur absolue la distance de ces deux points, puisque le cercle 
décrit de M comme centre, avec un rayon égal à la valeur de A relative à M, 
coupe le premier cercle ou lui est langent. C'est là une première démonstration 
du théorème que nous établirons bientôt, d'après lequel la continuité entraîne la 
continuité uniforme. Cf. LOroth, M. A., t. VI, p. Sig. 

La notion de continuité uniforme est un cas particulier de celle de convergence 
uniforme : /{x, y) est uniformément continu, si /( a: -t- A, y -h Ar ) converge uni- 
formément vers /{Xyy) pour h = k = o, 

F. 6 
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faire correspondre un mode de division du domaine en éléments, 
par exemple en carrés, assez petits pour que, dans chacun d'eux, 
Poscillation de la fonction reste inférieure à s. 

En efl'et, d'abord, si une fonction est uniformément continue, 
elle jouit évidemment de cette propriété. 

Pour établir la réciproque, il suffit de prouver qu'au nombre 
arbitraire s correspond un nombre positif ^a;e S, tel que la difl'é- 
rence des valeurs de la fonction en deux points {x'^y')^ i^^y) 
soit inférieure à t, si leur distance n'atteint pas 8. 

Or, par hypothèse, le domaine est divisible en carrés assez 
petits pour que, dans chacun d'eux, l'oscillation de la fonction 

n'atteigne pas -; appelons 8 le côté de l'un de ces carrés. 

Ou bien les deux points {x',y)j {^""ty) appartiennent au 
même carré, et alors la proposition est évidente. 

Ou bien ils appartiennent à deux carrés ayant au moins un 
sommet commun (.r/, ^/), ce qui permet d'écrire 

l/(.r',y)~/(:r/,7,)|< i, \/{T',y) -f{xi,yf)\ < J 

et, par suite. 

Donc cette dernière inégalité est bien satisfaite toutes les fois 
que la distance des points (^'5 Jk'), {^"yy) n'atteint pas 8, ce qui 
prouve d'abord la continuité de la fonction dans le domaine, puis 
sa continuité uniforme. 

Théorème. — Une fonction continue dans un intervalle 
fermé est uniformément continue dans cet intervalle ('). 



(») C/. Darboux, a. E. a., 1875, p. 73. 

Le théorème suppose la fonclion continue dans un intervalle fermé; par exemple la 

fonction sin ~ est continue pour toutes tes valeurs de x comprises entre o et i; 

X 

elle n'est pas uniformément continue dans l'intervalle (o, 1). 
Le théorème est vrai des fonctions con^f /lues, déHnies sur un ensemble ^r/ai/, 

continu ou non. En eiïet, supposons qu'il y ait des points de l'ensemble /;, 

jD^, ... tels que les valeurs des A aux points correspondants 

( Ai> A3>. ..> A„>. . .) 
aient zéro pour limite. Soit p le point limite des points />,, ..., /?„, .... Au 
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Montrons qu'une fonclion continue jouil de la propriété carac- 
téristique énoncée ci-dessus, et pour cela raisonnons par l'absurde. 
Si le théorème n'est pas vrai et que l'on divise l'intervalle (ab) en 
deux parties, chacune de ces parties en deux autres, etc., parmi 
les inter\ ailes obtenus aprrs chaque opération, il y en a au moins 
un où l'oscillation dépasse s, tel de plus que, si on le divise en deux 
parties, au moins l'une d'elles jouisse de la même propriété, ainsi 
qu'une suite indéfinie d'intervalles {a,tb,{) obtenus dans les mêmes 
conditions, par suite compris les uns dans les autres. De plus, 
ces intervalles tendent vers zéro. J'appelle x„ le nombre que 
définit ainsi une suite (a6), , . . ^ {aftb,t)^ .... 

La fonction étant continue au point Xq, on peut faire corres- 
pondre au nombre donné s un nombre S tel que l'on ait 

|/(ar}— /(a-o)|<7 {\x — xo\<o). 

Par ailleurs n peut être choisi assez grand pour que les deux 
points a,t et b» soient compris dans l'intervalle ( — 8 -|- x©, Xo-\- 8). 

Désignons alors par x^ et jc^ deux valeurs quelconques de x 
appartenant à l'intervalle {a^bti). On pourra écrire 

l/(^'}-/(^u)|<^' l/(^')--/(a^o)|<^. 

et par suite 

\f(x')-f{x')\<^. 

Cette conséquence est en contradiction avec l'hypothèse d'après 
laquelle, dans l'intervalle {a/ibn)-, l'oscillation dépassait e (*). 

puiiit p correspond un nombre posilif délerniiné A; donc, dans le voisinage de p 
il y a des points p„ pour lesquels A„ ne reste pas inférieur à tout nombre donné; 
rh>pothése faite était donc absurde. 

Voir la thèse de M. Baire, p. i3. ~ Cf, aussi Riquier, A. E. JV., 189O1 p. '2^2. 

( ' ) La proposition du texte est due à Heine (/. de Crelle, t. 74, p. 188). On 
peut dire qu'elle a comme fondement géométrique cet important théorème de 
M. Borel : 

SoU un ensemble C, Si l'on prend une infinité , denombrable ou non, d'en- 
sembles E tels que tous les points de C appartiennent à l'un des ensembles K, 
on peut trouver dans les ensembles Ë un nombre limitk d'ensembles tels que 
tout point de C soit intérieur à l'un d'eux. 

Cf. BoHEL, A.£\ A'., 1896; Leçons sur les fonctions, p. 4^; C. H., i" semestre 
1903, p. I0Ô5. — LiNDELÔF, C. H., 2" Semestre 1908, p. 698. — Schoenfliks, C. 
/{., i*' semestre 1907, p. 'jq. 



84 CHAPITRE II. — LES FONCTIONS ANALYTIQUES. 

^. Rappelons quelques autres propriétés élémentaires des 
fonctions continues : 

i" Lorsqu'une fonction continue dans un intervalle prend 
des valeurs de signes contraires en deux points ol et ^ de cet 
intervalle j elle s* annule au moins une fois entre a e?^ p (*). 

On en conclut qu'une fonction continue f{x) ne peut passer 
(l'une valeur quelconque y(a) à une autre /(p) sans passer par 
toute valeur intermédiaire C. En eflet, la fonction continue 

f{x)^C 

prend des valeurs de signes contraires aux points a et ^; donc elle 
s'annule au moins une fois entre ces points. 

La réciproque ni! est pas vraie. Ainsi la fonction égale à sin- 

pour x\o et à zéro pour 07 = est discontinue à l'origine (sa 
discontinuité est égale à 2). Néanmoins, dans tout intervalle 
contenant le point zéro, elle ne peut passer d'une valeur à une 
autre sans prendre, au moins une fois, toutes les valeurs intermé- 
diaires (^). 



(*) En effet, appuyons-nous sur ce que, d'après la défiDiiion de la cunliiiuitc. 
la fonction garde dans le voisinage d'un point le même signe qu*en ce point. 

Supposons /(a)<o, /(?)>o et faisons croître x à partir de a. La fonc- 
tion /(x), négative au point a, est négative dans le voisinage de a; lorsque x 
croit, l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles /( J?) demeure négatif a une 
limite supérieure X, puisque /(p) est positif. 

/(X) ne peut être positif, car, pour des valeurs de x inférieures à X, mais auss 
voisines du \ que l'on veut, y (j;) est négatif. 

/(X) ne peut être négatif : sinon f{x) serait négatif dans le voisinage de a 
et dès lors pour des valeurs de x supérieures à X: par suite X ne serait pas la 
limite supérieure annoncée. 

Donc /(X^ est nul. 

(') Considérons encore deux fonctions égales respectivement a sin— et — sin — 

X X 

pour x'^Oy et prenant la valeur i à Torigine. Chacune d'elles ne peut passer 
d'une valeur à une autre sans prendre toutes les valeurs intermédiaires; mais 
leur somme ne jouit pas de cette propriété (puisque cette somme est nulle 
pour J7 ^ o et égale à 2 pour j; = o) : donc chacune des deux fonctions ne peut 

être continue. 
Cf. aussi Darboux, A. E, A/., 1876, p. 109. — Heine, /. de Crelle, t. 74, p. it>5. 
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2" Une fonction continue dans un intervalle fermé (ab) est 
bornée clans cet intervalle (*). 

Le théorème n'est plus vrai quand rinlervalle n^est pas fermé : 
ainsi la fonction -, continue dans Tintervalle o<;^-ii n'est pas 
limitée dans cet intervalle. 

3" Une fonction continue dans un intervalle fermé (ab) 
atteint, dans V intervalle, ses limites supérieure et inférieure 
L et l (-*). 



(*) En effet, imaginons une division de rinlervalle (a6) en intervaiies {x^x^^y) 
assez petits pour que, dans chacun d'eux, Tosciliation de la fonction reste infé- 
rieure à un nombre donné à l'avance e. Il suffit d'établir qu'aux limites des 
intervalles, c'est-à-dire aux points (a, Xp ...,^-, ...,6), les valeurs de la fonc- 
tion ne dépassent pas un nombre fixe, puisque les valeurs de la fonction ne 
s^écarlent pas des valeurs en question d'une quantité supérieure à s. Or on a 

l/(a?,)|<l/(a)| 4-e, 



1/(^)1 <l/(^„..)l-^e. 



En ajoutant membre à membre ces inégalités de même sens, on voit que les 
valeurs absolues de la fonction, aux extrémités des intervalles, restent inférieures 
à I j^Ca) I -H/is, n désignant le nombre des divisions. 

(') Prouvons, par exemple, l'existence du maximum. Si Ton divise (o^) en 
deux parties égales, dans Tune au moins la limite supérieure de /(a;) sera L. Eu 
répétant l'opération du partage, on obtient de.s intervalles («6), (fli^, ), ..., 
(a^6^), ... renfermés les uns dans les autres, tels que, dans chacun d'eux, la 
limite supérieure de/{x) soit L, et deux suites 

» a<«i <•••<«,.<•••» •••^«!^*« i>--5^ f ^« — ^« = -~JÏÏ~ = 

qui définissent un nombre x^ appartenant, quel que soit n, à l'intervalle (a„6„). 
Prouvons par l'absurde que /{x^) = L. 

D'abord, d'après la définition de L, f{x^) ne surpasse pas L. 

S'il lui est inférieur, posons L — f{x^) = as. Puisque /(â?) est continu en x^^ 
on peut faire correspondre au nombre positif 6 un nombre positif S^ tel que 

\f{x,+ h)-f{x,)\<^ (|A|<6t), 
ce qui donne, pour toute valeur de | A | inférieure à Sp 

Mais, L étant la limite supérieure de f{x) dans l'intervalle (a„6„), il y a a^ 
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4" Le module d'une fonction continue est continu. La somme 
et le produit de deux fonctions continues sont continus; il en 
est de même de leur quotient, pourvu que le dénominateur ne 
s^annule pas au point considéré. 

Remarquons enfin (|u'une fonction qui a une dérivée y/ziee, dans 
un intervalle, est continue dans cet intervalle. Il en est de même 
de celle qui a ses quatre nombres dérivés bornés. 

21. Toutes les fonctions continues jouissent des propriétés pré- 
cédentes : voici une propriété spéciale aux fonctions continues à 
variation bornée dans un intervalle [ab). 

Si l'on considère un intervalle {ax) contenu dans (a6), les 
trois variations totales, relatives à l'intervalle {ax)^ désignées 
plus haut par V(^), P(^'), !N(a7), sont des fonctions croissantes ou 
stationnaires lorsque x croît : je dis de plus que ces trois varia- 
tions sont continues dans le cas d\ine fonction continue /(.r) 
à variation bornée. 

En effet, il suffit d'établir le théorème pour l'une d'enlre elle> 
V(^), puisque P(^) et N(j:) sont reliées linéairement à \(x) 
el/(x). Appelons i'{x) et i'(^) les valeurs de i' qui correspondent 
à une division déterminée quelconque des intervalles (ax)^ (ab). 
Lorsqu'on augmente indéfiniment les points de division en Ire r/ 
et :r, x et 6, tous les nombres i'(x) et ^{b) correspondants ont 



moins un point de cet intervalle (représenlons-lc par x^-^ h) où /(a:, + A) et L 
(iiiïèrcnt d'une quantité inférieure à s. On a ainsi 

/(x„~h h)> L — t 

en un point où | /i | < 6. Ce résultat est en conlradiction avec les premières 
inégalités; car on peut concevoir d'abord la détermination de e, en déduire c,. 
et pousser assez loin la subdivision de l'intervalle {ab) pour que 6 soit infé- 
rieur à 8,. 

Le premier de ces théorèmes a été élabli par Cauchy {Cours d'Analyse, 
Œuvres, a* série, t. HI, p. 'i',^)* Gauss et surtout Weierstrass ont attiré Talten- 
tion sur la nécessité de démontrer les autres. — Cf. aussi Daiibul'X, B, /)., 18-2. 
p. 307. — Du Bois-Rky.mond, Théorie des /onctions, trad. française, p. 191. — 
Ukoden, Théorie der steiigen Funclionen (/. de C relie, t. 118). — L>ini, Fun- 
damenti per la teoricn délie Funzioni di variabili reali, — Stolz, Vor- 
lesungen ûber allgemeine Arithmetik ; Differential-und Integralrechnung. Le 
dernier théorème a été étendu dans certains cas à des fonctions non continues. 
Cf. Frkchet, C. R., a* sem., 1904, p. 849. 
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pour limites supérieures V(a;) et V(6) (*). Si Ton a intercalé 
entre a et 6 assez de points de division pour que la différence 
entre V(6) et 1^(6) n'atteigne pas e, e désignant un nombre donné 
à l'avance, il en sera de même alors a fortiori de la différence 
entre V(ar) et ^'(j?); car p(6) subit les mêmes accroissements 
que f (a:), lorsqu'on ajoute de nouvelles divisions entre a et x. Il 
vient donc, en désignant par h un nombre positif quelconque tel 
que a: -h A ne sorte pas de l'intervalle (a^), 

V(d7-i- A)— V(-r)<[i^(ar-f- A) -+- e] — i>(j7) = 1/(3?-+- A)— /(a?)| -ne. 

Puisque y( or) est continue, on peut choisir h assez petit pour 
que le premier terme de cette dernière expression n'atteigne pase. 
On aura donc 

V(iF-f-/i)— V(jr)<2e, 

ce qui prouve bien la continuité de V(.r). 

Corollaire, — Puisque les fonctions P(.r) et N(ar) sont con- 
tinues, toute fonction continue à variation bornée est la diffé- 
rence de deux fonctions monotones continues (p. ()8). 

22. Une fonction de plusieurs variables peut être continue 
séparément par rapport à chacune d'elles sans être continue (*). 



(') On démontrerait par les procédés habituels <|ue les sommes v^ /;, n tendent 
vers leurs limites supérieures V, P, N lorsque la fonction / est continue. 

(^) Cauchy se contentait de la continuité par rapporta chaque variable [Cours 
d'Analyse, etc. {Œuvres, 2* série, t. III, p. 4^)]. Le premier, Heine remarqua 
que cette condition n'était pas suffisante [Ueber trigonometriscke Beihen (/. de 
C relie, t. 71, p. 36i)]. 

Exemples : i" La fonction égale à o à l'origine et à 2-1 ^"^ autres points 

du plan est, à l'origine, continue séparément par rapport à x et par rapport à y, 
puîsqu^lle s'annule sur chacun des axes. Elle est discontinue quand on marche 
dans une direction autre que celle des axes; par exemple, sur la bissectrice x — y^ 
la fonction saute brusquement de la valeur o à la valeur i. 

En partant de cet exemple, M. Baire donne le moyen de former une fonction 
continue par rapport à chaque variable, sans qu^il existe aucune aire où elle soit 
toujours continue par rapport à leur ensemble {Thèse, 1899, p. 16 et 88). 

Remplaçons dans la fonction précédente y par v^. La fonction obtenue 1 \ 

X -r* y 

est continue quand on pose y = ex ou x ■= cy, quelle que soit la valeur finie 

de c; elle n'est pas continue à l'origine, car si l'on se déplace sur la para- 
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Une fonction continue de plusieurs variables jouit des mêmes 
propriétés que les fonctions continues d'une variable. Démontrons, 
en prenant le cas de deux variables, celle qui est relative à la con- 
tinuité uniforme. 

Théorèmk. — Une fonction continue dans un domaine fermé 
est uniformément continue dans ce domaine. 

Raisonnons encore par l'absurde. Décomposons le domaine en 
carrés par des parallèles aux axes. Si le théorème n'est pas exact, 
il y aura toujours, aussi loin que nous poussions les subdivisions, 
une suite de carrés dans lesquels l'oscillation de la fonction dépas- 
sera £, et, par suite, un point limite (^r©, r») (on déterminera ses 
coordonnées en raisonnant comme au n** 19), dans le voisinao;e 
duquel l'oscillation dépassera g. Cette conséquence est en con- 
tradiction avec l'hypothèse de la continuité de la fonction au 
point (xo,.r«). 

Comme pour les fonctions d'une variable, on peut encore établir 
les propositions suivantes : 

1" Une fonction continue dans un domaine fermé est bornék 
dans ce domaine^ et dès (ors admet une limite supérieure et 
une limite inférieure, 

ho\t y-= X. la fonction passe brusquement de o à i. Ainsi une fonction peut 
être continue suivant toutes les droites passant par un point sans être con- 
tinue en ce point. On peul même construire des fonclions discontinues dans 
nMmporle quel domaine, et néanmoins continues sur toute courbe algébrique cl 
même analytique. 

De fait, pour qu'une fonction soit continue en un point, il suffit qu'elle 
converge uniformément vers sa valeur en ce point, sur toutes les droites qui y 
aboutissent. 

:)** Considérons la fonction nulle à Torigine et aux point<^ de coordonnées 
rationnelles, et qui aux autres points est égale à 

— 1 /»'-♦- ««-f-r'-f-.*») : 

H-«6 -t-ao -f-«e -»-cB ' /'v'/ Tv' 



1 1 I. 1^ 

rr-- «0 fl-=- — • r-=r. — « 5= — « 



(••-J)'*(r-7)' 



Elle est continue séparément par rapport k x gX. par rapport à y\ elle est 
discontinue par rapport à leur ensemble en une infinité de points dans un domaine 
aussi petit que l'on veut. (Cet exemple a été déduit du premier exemple considéré 
dans la note par l'application âv^rincipe de condensation des singularités.) 
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2® Elle atteint effectivement y au moins en un point du do- 
maine ou de sa frontière, ses limites supérieure et inférieure, 
c' est'à^dire elle a un maximum M et un minimum m, 

3** Elle prend une valeur quelconque, comprise entre M 
et m, en une infinité de points appartenant au domaine. 

Prouvons cette dernière proposition. 

Soient A et ^ les points du domaine ou de sa frontière où la 
fonction atteint ses valeurs maximum et minimum M et m. Si nous 
les joignons par une ligne arbitraire ne sortant pas du domaine, 
nous aurons, le long de cette ligne, une fonction continue d'une 
variable, qui dès lors prendra au moins une fois toute valeur com- 
prise entre M et /?i. Comme il y a une infinité de lignes reliant A 
et a, il y aura une infinité de points où la fonction satisfera aux 
conditions énoncées. 

23. Une fonction de variable complexe /(s) est continue en un 
point ^0 lorsqu'on a lim/(3) =f(zo). En d'autres termes, la fonc- 

^ — «^o 

tion est continue lorsque, à tout nombre positif donné e, on peut 
faire correspondre un nombre positif S tel que l'on ait 

le point 5o -f- ? devant rester dans le champ où la fonction est 
définie. 

Une fonction est continue à l'intérieur d'un domaine lorsqu'elle 
est continue en tout point intérieur. 

Enfin nous dirons qu'elle est continue en un point ÎJ de la 
frontière de ce domaine, si la fonction f{z) tend vers une même 
valeur bien déterminée /i(Ç)? ^"^' 9"^ soit le chemin suivi par z 
pour tendre vers Ç, et si elle prend en ce point la valeur /< (Ç) (*). 

(*) Lorsque la fonclion f{z) saiisfail à cette condition en Ions les points C 
d'une portion y de la frontière C de (0, la fonction f^{^) est fonction continue 
de Ç le long de l'arc v, et f{z) tend uniformément vers /i ( O quand z se rap- 
proche de ^ par un chemin quelconque (le mot uniformément se rapportant aux 
divers points Ç de y). 

Réciproquement, si à tout point ^ situé sur une portion y de C correspond un 
chemin aboutissant en ^ et variant d'une manière continue quand Ç se déplace 
d'une façon continue sur y, tel que par ce chemin la fonclion f{z) tende uni- 
formément vers une valeur /, (O, alors f{z\tend uniformément vers f^{^) 



)^ 
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Pour qu'une fonction f{z) mise sous la forme u -h iV soil con- 
tinue, il faut et il suffît que les fonctions a et r jouissent de cette 
propriété (*). 

§ II. — Fonctions analytiques kn un point. 

24. Soient w(.r, y)^ i'(a.', r) deux fonctions réelles prenant des 
valeurs bien déterminées dans un domaine. La combinaison 
IV = u{x^ y) -j- iv{x^y) est fonction, dans ce domaine, de la va- 
riable 3 = ^-4- iy^ quelles que soient les fonctions u et r, en ce 
sens que les valeurs de u et v sont di'Herniitu'uiSj lorsqu'on se 
donne un point j, c'est-à-dire*./* et )-. 

Mais la j;énéralité même de celte notion lui enlève tout intérêt, 
car on est ramené à l'étude de deux fonctions de variables réelles, 
saus que le symbole / joue aucun rôle. Aussi Cauclij Ta-t-il res- 
treinte en imposant à celte combinaison une propriété fondamen- 
tale que possédaient de fait les fondions particulières de variables 
imaginaires étudiées jusque-là (-). 



quand z se rapproche de ^ /tar un chemin quelconque^ et /, ( ^ ) est fonction 
continue de Ç le long de l'arc y. 

Dans ces deux cas, éqiiivalcnls entre eux, on dil que la fonction esl continue 
ou encore bien déterminée le long de y. 

La démonstration de ces Icnimes ressort iininédialernent de lu théorie de la 
continuité (on les trouvera établis dans la Thèse de M. Painlcvé, A. 7'., 1888, H., 
p. 19); ils apprennent spécialement qu'une fonction continue à l'intérieur d'un 
domaine et continue sur sa frontière est continue dans ce domaine considéré 
comme domaine fermé. 

( ' ) En effet, si les inégalités fi) sont satisfaites, on on déduit, en posant 
; — /t 4- ik, 

\u{x-^ h,y -h k) — u{x,y)\'-i-\v{x -^ h^y-i-h) — v{x,y)\' <t^', 

par suite, u et ^ sont continus, puisque le module de chaque différence est infé- 
rieur à e. 

Réciproquement, si u et y sont continus, on peut faire en sorte que le module 

de chacune des différences ri-dessus soit inférieur à ; la somme de leurs carrés 

n'atteindra pas c*. 

On voit aussi que le module d'une fonction continue est continu. 

(■') Cauchy, Cours d'Analyse de l'/tcole Polytechnique {Œuvres, i" série. 
t. III, p. 3i3). La considération des fonctions de variable complexe sous la 
forme u -h iv n été reprise par Uicmann : il en fait reposer la théorie sur les équa- 
ions (H) du n** ^5. {Œuvres, Dissertation inaugurale, i<S5i, p. i.) 
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Au sens de Cauchy, une fonction u -f- iv n'est fonction de z 
dans le voisinage d'un point que si elle a une dérivée unique 
dans le voisinage de ce point. 11 veut dire par là que la limite du 
rapport de l'accroissement de la fonction w à l'accroissement de la 
variable z existe et est la même, quel que soit le chemin suivi 
par la variable pour aller du point ^ + Az au point z {^), 

Les fonctions déterminées et continues en un point qui ont 
ainsi une dérivée unique ont reçu le nom de monogènes (^); on 

dit aussi qu'elles sont analytiques au point considéré (*). 

23. Théorème. — Pour que la combinaison iv =//-[- iv, 
formée avec des fonctions u et v déterminées et continues en 



(') Une pareille fonclion pcul avoir en un point plusieurs déterminations 

(telle est la fonction y/^) et uiôme une infinité (comme log^), pourvu qu'elles 
ne forment pas une infinité continue (n* 77) et que d'une détermination initiale 
chiiisîe on puisse déduire, le long de toute courbe continue, un ensemble de va- 
leurs continues et ayant une dérivée {voir Chap. V). 

(') « Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera mono- 
drome » (Cauchy, Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. IV, 
1847, P- ^4^)* Cauchy appelait synectiques celles qui restent finies, continues, 
nioniidronics et monogénes dans tout le plan (c/. Briot et Bouquet, Fonctions 
elliptiques, i" édition, p. 11). 

Pour que la fonction u -{- iv ait une dérivée unique en un point (x, y)^ il ne 
suffit pas que sa dérivée soit la même sur tous les rayons aboutissant au point. 
Ainsi la fonction égale à o pour x -^ iy = o^ et représentée aux autres points 

3 /pi/'' 

par {x -\- iy) , ' — j» a à l'origine pour dérivée o sur toute droite passant par 
X' -+- y 

l'origine; néanmoins elle n'est pas monogène. 

Ici, comme au n" *22, on peut démontrer qu'une fonction est moiiogène si, 

f'{z) désignant lu valeur de la dérivée par un chemin particulier, 

tend uniformément vers o avec r, (luellc que soit la direction 6 par laquelle la 
variable se rapproche du point z. Cf. Stolz, Grundzùge, etc., p. 80. 

(-i) En adoptant le terme /o/ic/to/t analytique, on a repris une dénomination 
dont se servait Lagrange pour désigner les fonctions susceptibles d'uu développe- 
ment en séries de puissances, et on l'a étendue aux variables complexes (Laorangk, 
Théorie des fonctions analytiques et Leçons sur le calcul des fonctions; 
Œuvres, t. IX et X). 

Il y a identité entre ces quatre expressions : fonction monogène, analytique, 
régulière, holomorphe en un point. Nous verrons que la fonction synectique est 
la fonction analytique uniforme dans un domaine. 
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un point, ainsi que leurs ttérivées partielles du premier ordre, 
soit analytique en ce points il faut et il suffit qu^en ce point 
ces fonctions satisfassent aux équations 

. „ du _ (h du __^ âv 

ôx '~ dy* dr ~~ dx 

En ettet, donnons à z l'accroissement As; «' reçoit un accrois- 
sement A«', ég^al à A// -\- ili\ Transformons d^abord Ae/; on a 

AM = [w(a--h ^x,f-r-^y) — u{x,jr-f-ly)\-^[u(x,jr-h^y) — u(x,jr)]^ 

ou bien, en appliquant la formule des accroissements finis à la pre- 
mière parenthèse, ce qui est permis puisque -r- a une valeur finie, 

âu(x -k- a ^x. y -h ly) ^ u(x, y -^ ^y) — uix.y)^ ,^ ^ 

Am = '- ^— ^ Ix H : '■ -—^ ly (6 < n, 

ou bien encore 

<>a . Ou . , 

puisque — est continu, et que -r- existe. 

En transformant Ai^ d'une manière analogue (*) et en associant 
les résultats, il vient 

(s, e', Tj, r/ sont des fonctions de x^ >', Ix, A>' dont les modules 
tendent vers zéro avec A^). 

Cette transformation faite, le théorème est é\ident si l'on sup- 



(') La démonstration ainsi présentée exige seulement la continuité de uetdev», 
l'exisience des quatre dérivées partielles, satisfaisant aux relations (H), et enfin la 

continuité d'une seule de ces quatre dérivées, par exemple de -r-> En efTet, la 

ou 
transformation de lu n'exige pas la continuité de -:— • Celle de Av se fait sans 

ày 

hyputliésc nouvelle, puisque la continuité de - entraîne celle de-r— • (Cf. Curtiss, 

B. Anieric. M, S., 1901-1902, p. 329.) 
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pose, comme le faisait Riemann, que le point ^ + A2 tend vers z 
en suivant une courbe continue ayant une tangente, c'est-à-dire 

pour laquelle -^ a une limite finie déterminée (que nous représen- 

terons par m) ou infinie. En eflet, en divisant l'expression de Iw 
par \z ou Ax -+- i^Y-, puis les deux termes du rapport formé par Ax, 

on voit d'abord que -— a une limite 



ou du . / àv àv > 

— --+-m---h«(— --hm-— 
OT Oy ^ Or ov 



) 



I -i- un 



Les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette limite 
(fraction rationnelle en m) ne change pas avec le paramètre m 
sont 

au .Ov ^ \ / du . dv \ 
Ox Ox ~' I \0y OyI 

Cette égalité équivaut aux deux équations (H) ( * ). 

Plus généralement, laissons quelconque la courbe décrite par 
le point V -t- A^ lorsqu'il tend vers le point z. Les conditions (H) 
restent évidemment nécessaires (^). Pour prouver qu'elles sont 
suffisantes, introduisons-les dans l'expression de Aiv, ce qui 

permet d'en éliminer, par exemple, -p et -r— • On peut ainsi écrire 
Aiv du .0}? ( £ -^- I Tj ) Ar -»- ( e' -H ir{ ) ^y 

i \ \ —mm—m ~"~ — - j I { —^-^ ■ I ■ ■ . 

^ Ox Ox Ax -H t A^ 

Or, à tout nombre positif a, si petit soit-il, on peut faire cor- 
respondre un nombre positif tel que s, e', r,, r/ aient leurs mo- 
dules inférieurs à a pour toutes les valeurs de | A.r | et { A k | infé- 
rieures à S. Pour ces valeurs, le module du terme complémentaire 
ci-dessus n'atteint pas 4^^ puisque | Ax | et | Ak| sont tous deux 



(*) Cf. Riemann, Œuvres, p. 5. — D'après la démonslralion, il faul et il suffit 
que la dérivée ail même valeur suivant deux directions, pour qu'elle soit la 
même dans toutes les directions. 

(') On peut déuiontrer direciemeot que ces conditions sont nécessaires (voir 
note suivante). 
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inférieurs à | A.r -h / A^' |. On a donc 

,. Aw au .ôv 
\z ox â.r 

ce qui juslKie le théorème (*). 

20. Corollaires : 

1. Supposons que les fonctions u et i' aient des déri\ées par- 

( ' ) Sans faire d'hypollièses a priori sur la continuité même d'une seule des 
dérivées des fonctions u et v, on peut chercher les conditions pour que la com- 
binaison u + iv ail une dérivée unique, hirsquo Ix et Sr tendent vers zéro indé- 
pendamment Pun de l'autre. 

i" Conditions nécessaires. — l^aissons r fixe et donnons à jt un accroisse- 
ment Ix. On a 

A(v u(x -h ^x, y) — u{x, y ) . v{x -h Ix^ y) — v{x,y) 

Pour que le premier membre ait une limite, il faut que chaque fraction au second 
membre en ail une, c^e:it-à-dire que u et v aient des dérivées par rapport à x. 

Alors, dans ce déplacement parallèle à Taxe des x. la dérivée de w sera ^ 1- 1 t-- 

ox ox 

En cherchant la dérivée de la fonction dans un déplacement parallèle à Taxe 
des^, on voit de même que a e/ w doivent avoir des dérivées par rapport à y. 
En égalant les deux valeurs trouvées pour la dérivée de tv, on obtient comme 
troisième condition nécessaire les relations ( H )• 

Mais nous n'avons pas exprimé toutes les conditions nécessaires. Il faut que, 
par un chemin quelconque^ les dérivées soient les mêmes. 

Si nous appelons w' {z) la valeur que nous venons de trouver pour la dérivée 
de iv, on devra pouvoir faire correspondre à tout nombre positif donné a un 
nombre positif 8, tel que l'on ait 






<a (|As|<6). 



Dès lors, on aura Atv = Az[iv'(2) +t;,], t\^ étant une fonction de Az qui 
tendra vers zéro avec As. En séparant les parties réelles et les parties imagi- 
naires, et en s'aida ni des conditions nécessaires déjà trouvées, c'est-à-dire des 
relations (H), on on déduit que Au et Av doivent pouvoir s'écrire 

(G) * 

ï K K àv ^ ôv ^ 

( ^ ^ ^dx -^ ^^ ^ ^ *î ^^"^ *• ^^» 

c,, e, tendant vers zéro quand Ix et ày tendent indépendamment l'un de l'autre 
vers zéro. 
En résumé, pour que la combinaison u~t- iv ait une dérivée unique au point «, 
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lielles (lu second ordre ^ et des dérivées conlinues. On verra du 
reste (n"' 172 et 76) que, pour les systèmes de fonctions u et r 
satisfaisant aux relations H, la continuité des dérivées du premier 
ordre entraîne l'existence et la continuité des dérivées de tout 
ordre. 

On peut alors dériver partiellement les relations (H) et de la 
combinaison des équations obtenues déduire 

Ainsi les fonctions u et v sont des intégrales de récjuation 
de La place. 

Les fonctions de deux variables continues, ainsi que leurs 
dérivées des deux premiers ordres, satisfaisant à cette équation, 
S'appellent fonctions harmoniques, 

I /équation de La place renferme en germe, comme les deux 
équations simultanées aux dérivées partielles (H), toute la théorie 
des fonctions d'une variable complexe. 

IL Chacune des fonctions u et v est harmonique : dès lors au- 
cun des deux éléments d'une fonction analytique ne peut être 
choisi arbitrairement. 

Du reste, à toute fonction harmonique // correspond une fonc- 
tion V déterminée à une constante additii^e près y telle que la 
combinaison u -+- ii' soit analytique. 

En effet, pour la fonction s^ associée de //, on a 

dv , d\^ , au , Ou , 

dv = — dx --> — -- dy = — dx -h -— dy. 

Ox dy dy dx 



il faul que dans le voisinage de ce poinl on puis^e satisfaire aux relations (H) 
et (G). 

'^* Conditions suffisantes. — Ces conditions sont aussi suffisantes. En effet, si 
on les suppose remplies, on peut mettre le rapport Aw: A^ sous la forme (i) et 
raisonner comme dans le texte. 

En particulier, si les dérivées partielles des fonctions a et v satisfont aux 
relations (H) et sont continues, les relations (G) seront vérifiées. Dans ce cas, 
les relations (H) donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
combinaison u -\- iv soit analytique. On voit aussi que sa dérivée (elle prend 
quatre formes différentes) est continue. 



96 CHAPITRE II. — LKS FONCTIONS ANALYTIQUES. 

La rrgle relative à l'intégration des difliérentielles totales donne 



=.r(-0--ë*)- 



La fonction s? est donc bien déterminée, car l'intégrale est 
indépendante du chemin, puisque a vérifie Féquation de Laplace 
(n" 166). 

III. Les deux familles de courbes «(:c,j') = a, p(jr,j^) = p 
(a et P varient avec les courbes de chaque famille) forment un 
réseau orthogonal, puisque les égalités (H) entraînent la relation 

du ùv du dv _ 
Oj' ôx ày Oy ^ 

IV. Dans la fonction analytique iv = w -h iv mettons en évi- 
dence les variables :; et y, ce qui donne 

Supposons que la fonction w soit une fraction rationnelle, ou, 
plus généralement, ait une expression analytique telle que, pour 
la dériver, on puisse lui appliquer le théorème des fonctions com- 
posées et écrire 



dw _ .Ou Ou ./ .Ov Ov\ 
Oy "~ Ox ~^ Oy ~^ \ Ox Oy / 



Le second membre est nul en vertu des égalités (H). La lettre r 
a donc disparu de l'expression de tv : en d'autres termes, x ety 
ne figurent dans w qu'associés par le symbole /. 

V. Lorsqu'une fonction iv=/(z) est analytique en un point et 
qu'une fonction iv, = ©(w) est fonction analytique de iv au point 
correspondant, (V| est fonction analytique de z au premier point. 

Car l'existence d'une limite pour — et -—-!■ entraine l'existence 
d une limite pour -- — 

VI. Une fonction analytique, (v = m -f- «V, a une dérivée ana- 
lytique (en supposant que // et v aient des dérivées du second 
ordre, et des dérivées continues). 
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du . dv 

Ox dx 



En effet, la dérivée de tv, c'est-à-dire la fonction 1- * t"' 



a une dérivée unique, en vertu des identités (H). 

27. Au lieu de considérer des fonctions d\ine variable complexe 
mises sous la forme « -f- /V, on peut reprendre la définition des 
fonctions analytiques en étudiant directement les fonctions f{z), 
ce symbole exprimant au sens général une dépendance entre deux 
ensembles de nombres complexes. 

Formons le rajiporl 

l 

5 et 5 -+- !J désignant un point où la fonction est finie et un point 
voisin. Si ce rapport tend vers une limite quand J^ tend vers zéro, 
et si cette limite est indépendante du chemin suivi par le point 
V H- Ç pour se rapprocher du point w, cette limite s^appelle la dé- 
rivée de la fonction, et on la représente par /'(:;) ('). 

28. L'interprétation géométrique des conditions pour qu'une' 
fonction u -j- /V soit monogène, interprétation faite au point de 
vue de la représentation d'un plan z sur un plan (v, a servi de \ 
point de départ à Riemann pour sa théorie des fonctions. ( 

Définir une pareille représentation, c'est se donner deux fonc- 
tions u{x^y)^ ^(^ly)' La considération d'une fonction quel- 
conque mise sous la forme u-{-iv, et, par suite, de deux fonc- 
tions u et r, revient dès lors à l'étude d'une représentation. 

Soient D et uO deux domaines continus qui ainsi se corres- 
pondent. Leur représentation est dite continue lorsque la distance 



(') Dans tous les cas où l'expression de (V en z esl lelle que l'on en peut dé- 
duire, par les règles de la difTérentiation, une expression de -j^ en ^, la dérivée 

est évidemment unique. 

Nous venons de voir que Ton peut passer de la forme a + iV à la forme /(x;) : 
pour les fondions analytiques la réciproque est vraie (n*> 317). 

Pour qu'une fonction f{z) ait une dérivée en tout point d'un domaine, il 
suffit qu'elle ait en général une dérivée dans le domaine et y soit partout con- 
tinue, le mot en général voulant dire sauf peut-être en un ensemble dénom- 
brable de points {voir n* 170). 

F. 1 
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de deux points quelconques tend vers zéro en niéme temps que 
celle de leurs points images. 

Elle est blunivoque lorsque à tout point de D correspond un 
point de (0 et un seul, el réciproquement ( ' ). 

Klle est conforme ou isogonale en un point lorsque deux courbes 
quelconques C et G de l'un des domaines, passant par ce point, 
se coupent sous le même angle que leurs courbes images F et F' : 
en ce point, la similitude des figures infiniment petites est alors 
conservée. 

La représentation conforme est directe lorsque le sens danb 
lequel il faut tourner pour passer de C à C est le même que pour 
passer de F à F' : dans le cas contraire, elle est inverse (-). 

Ces définitions rappelées, nous allons démontrer la propriété 
caractéristique (•*) dont jouissent les représentations auxquelles le> 
fonctions analytiques donnent naissance. 

Théorème. — A toute fonction analytique en un point cor- 
respondy dans le voisinage de ce point, une représentation 
conforme directe. 

Pour l'établir, il faut prouver que, si le point z décrit deux 
courbes arbitraires C et CJ passant par un point m et ayant cha- 
cune une tangente, le point \v décrit deux courbes F et F' passant 



( ' ) Ces définilions s'appliquent à des ensembles \\ et C queiconques» (Continus ou 
non. Ainsi, soient />,, .... p^y ... des points de E ayant pour point limite un 
point/?; q^, ...,^ , ... les points correspondants de <!^, supposons qu^ils aient ^ 
pour point limite. La représentation de l'ensemble E sur Teoseinble C est dite 
continue, si chacun des points limites p a pour correspondant q. 

Quand un ensemble fermé (ou parfait) E a une représentation finie et con- 
tinue Cy cet ensemble ê est lui-même fermé (ou parfait). 

Si la représentation des ensembles E et C est biunivoque, et si C est une 
représentation continue de E, réciproquement E est une représentation continue 
de C. 

Nous avons donné plus haut (p. 87, note) le théorème qui établit Vinvariance 
du nombre des dimensions d'un continu par rapport au groupe de toutes les 
transformations biunivoques continues. 

C) Par exemple, la transformation par rayons vecteurs réciproques est une 
transformation conforme inverse. 

(^) En revenant plus tard sur celte théorie (Chapitre X), nous démontrerons 
la réciproque du théorème ci-dessous. 

Pour la commodité des énoncés, nous supposerons que les axes do coordonnées 
dans les plans 2 et tv sont parallèles et ont la même disposition. 
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par le point u. image de m, qui ont chacune une tangente et se 
coupent sous le même angle que les courbes C et G. (Pour avoir la 
direction des tangentes, on compare seulement entre elles, à partir 
des points m et [jl, les portions des courbes qui se correspondent.) 
JJe plus, cet angle est encore le même, si l'on tient compte du 
sens dans lequel il faut tourner pour amener C sur G et F surf. 

On suppose, au point m, la dérivée /( 2) différente de zéro. 

1" On peut donner du théorème des vérifications de calcul. 

Désignons par dx^ dy et o:r, ok les diil'érentielles dans les dépla- 
cements à partir de m sur C et G {fig* 4)- Appelons a et a' les 

Fig. 4. 

1/ 




m^ 



X 




m 



vu 



angles que font avec ox les directions des tangentes à ces courbes 
définies plus haut; ai — a sera l'angle des tangentes aux courbes C 
et C. Soient enfin du^ rfr, 8w, 8(^ les diflerentielles dans les dé- 
placements sur r et r'. En les exprimant en fonction de dx^ dy, 
ôx, Zy et des dérivées partielles de u et ^, on constate que les rap- 
ports d\^ : rfw, iv : 8w ont une limite en même temps que dy : dx^ 
Zy : ùXy et par suite que les courbes V et F' ont une tangente. 
Soient p et p' les angles qui correspondent à a et a'; on a 



ces (a' — a) = 



cos(r-p) = 



dx ox -h dy ày 



/( dx^ -h dy* ) ( 8ir« H- By^ ) 

du 8m -+- dç èi^ 
)/{du* -\- dv^){^u^ -h Sp2) 



Transformons ce dernier quotient en nous servant des rela- 
tions (H); on peut écrire 



, ifu , au , 
du = -— dx -t- -— dy, 
Ox ày -^ 



j Ou , Ou , 

dv ^ dx -{- -r- dy. 

oy Ox ^ 



et opérer de même pour ou et 04^. Après la suppression du facteur 



'■'-mH^ï •*<"'■ 
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■ 

dans rexpression de cos(Jî' — ^), on voit que les cosinus des 
angles a' — a et P' — ^ sont les mêmes ('). 

a" Dne démonstration directe (•*) met en évidence la raison du 
théorème, en montrant qu'en chaque point z le module de la dé- 
rivée représente le rapport de similitude des figures correspon- 
dantes (w, z)j et que son argument donne en grandeur et sens 
Tangle dont doit tourner Félément d'une courbe z pour devenir 
parallèle à l'élément correspondant kv. 

Soient w=zf(^z) la fonction analytique donnée, f'{z) sa dé- 
rivée. Représentons par (5«, (V|) deux points des courbes C et F, 
voisins des points (5, w) et convenons que les directions des tan- 
gentes à ces courbes correspondent au sens du mouvement des 
points ^ et ivà partir des points m et |jl. Enfin, posons 

f'{z) = p (coscu H- isinti)) (p^o), 

Zi — 5 = r(cos0 -h £sin9), 
ivi — w = R(coso -h / sinç). 

L'angle H a une limite a, puisque le point z décrit une courbe 
qui a une tangente. Gomme la définition àef'{z) donne 

p = liin — ? 10 -h 2 k-Tz = lim ( çp — 6 ), 

ou en conclut que l'angle cp a aussi une limite ^. Les angles a et ^ 

sont ceux que forment, avec la direction ox^ les directions qui se 
correspondent sur les tangentes en m et u aux courbes C et F. La 
dernière égalité peut s'écrire ^ — a = w, car, en supposant k = o, 
on ne fait qu'augmenter w d'un multiple de 2tc. Donc la direc- 



(') Au lieu de prouver l'égaliLé des angles ci-dessus, on peut encore vérifier, 
par des calculs analogues, que sur deux courbes correspondantes quelconques le 
rapport des longueurs de deux arcs infiniment petits \k\».^ et mm, a pour Taleur 
limite X. On en déduirait la similitude des figures infiniment petites et, par 
suite, la conservation des angles. 

Ce rapport de similitude X varie d'une manière continue avec z. 

('^) C'est à peu près la démonstration donnée par Riemann {Œuvres, p. 5). — 
Le lien entre la théorie des variables complexes et la représentation conforme fut 
découvert par Lagrange et Gauss : Allgemeine Aujlôsung der Aufgabe, die 
Telle einer gegebenen Fldche au/ eine and ère gegebene Flache so abzubilden, 
dass die Abbildung dent Abgebildeten in den kleinsten Teilen àhnlich wird 
[Gauss, 1826 {Œuvres^ t. IV)]. 



loi 
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lion de la tangente à chaque courbe w s'obtient en faisant 
tourner d'un angle constant eu la tangente à la courbe z corres- 
pondante. 

On voit également que, si les axes ont même disposition dans 
les plans z et iv, le sens de rotation est conservé, et que |/'(^)| 
représente le rapport de similitude (*). 



Remarque, — Faire suivre d'une symétrie par rapport à l'axe 
des u {fig* 5 et 6) une transformation définie par l'égalité 



u -^^ iv = f{x -^ iy) 



^f 




Kig. 6. 



C/ik 




OD 



lO 




revient à la transformation unique 

a — «V =f(x-^iy). 

Elle est encore conforme, mais conforme inverse, le sens de ro- 
tation des angles étant changé. 



(') Les points où la dérivée cesse d^étre finie et diiTérente de zéro sont dits 
points irréguliers de la transformation ; en ces points, la représentation peut 
cesser d'être conforme. 

Soit p l'ordre de la première dérivée de /{z) qui n'est ni nulle, ni infinie. 
Désignons par dz^, dz^ les diflférentielles des déplacements sur deux courbes du 
pian z\ par dw^y dw^ celles des déplacements correspondants. On a alors 



'. "KdzJ • 



dw^ _ [dz^\v 
dw. 



Par suite, deux courbes du plan w se coupent sous un angle p fois plus grand 
que leurs courbes images z. 
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§ 111. — Fonctions analytiques dans un domaine. 

29. Une fonction est uniforme dans tout ie plan lorsqu'elle a 
en chaque point une valeur unique (*). Les fonctions 3"' (m étant 
entier), é?^, sin5, etc., et les fonctions rationnelles de ces fonc- 
tions sont uniformes. 

Une fonction non uniforme est appelée multiforme : elle peut 
avoir un nombre fini de déterminations (par exemple, la fonction 
algébrique) ou en avoir une infinité (comme le logarithme). En 
langage géométrique, on dit alors que la fonction a une infinité de 
branches. Sa valeur en un point z peut dépendre non seulement 
de 5, mais encore du chemin suivi par cette variable pour aller du 
point initial au point s, ainsi que de la détermination choisie pour 
la fonction en ce point de départ. 

Une fonction peut être uniforme dans un domaine, sans être 
uniforme dans tout le plan. 

Considérons un domaine à connexion simple ou multiple, et 
une fonction w définie par une relation /(5, w) = o, telle qu'à 
chaque valeur de z correspondent plusieurs valeurs de iv. On con- 
çoit que, sous certaines conditions (nous les préciserons plus 
tard), une détermination particulière \\\ varie d'une manière 
continue quand z décrit une courbe continue intérieure à un 
domaine. La branche «'« est uniforme dans ce domaine lorsque, à 
une courbe fermée quelconque décrite par le point z et ne sor- 
tant pas du domaine, correspond une courbe fermée décrite par 
le point iv«. 

Ainsi Tégalité w''^ = z définit deux branches d'une fonction de z ; 
chacune est uniforme dans tout domaine simplement connexe qui 
n'a pas l'origine à son intérieur. La relation {\^=z z- — i définit 
deux branches, uniformes dans le domaine limité par deux cir- 
conférences dont le centre est à l'origine et dont les raj^ons sur- 
passent l'unité. 

30. Une fonction d'une variable complexe est holomorphe ou 



(') On dit aussi que la fonction est univoque, monotrope^ inonodrome^ bien 
déterminée ( eiiideutig ). 
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ri'gnlière en un point intérieur à un domaine continu, lors- 
quVn ce point elle est bien déterminée, continue, et a une dé- 
rii'ée déterminée. 

Kl le est holomorphe dans un domaine connexe (0 quand elle 
est holomorphe eu tout point intérieur à iv). Ainsi, pour qu'une 
fonction u -h «<^ soit holomorphe dans (0, // suffit que les fonc- 
tions u et (• soient déterminées et continues dans (0, ainsi que 
leurs dérivées partielles du premier ordre, et que ces dérivées sa- 
tisfassent aux relations (H). Pour qu'une fonction /{z) soit liolo- 
morphe dans (iC), // suffit que f(z) soit partout déterminée et 
continue dans cQ et qu'elle ait une dérivée en chaque point ('). 

La définition de fonction holomorphe, ainsi présentée par 
Cauchj, n'est pas arithmétique, en ce sens qu'elle ne permet pas de 
calculer effectivement les valeurs de la fonction en chaque point : 
ce qu'elle indique, ce sont ses propriétés. 

Mais un théor«'*me fondamental (n" 177) permet, étant donnée 
une fonction holomorphe dans un cercle de centre «, de repré- 
senter la fonction, à l'intérieur de ce cercle, par une série or- 
donnée suivant les puissances de z — a, Héciproquement, une 
pareille série représente une fonction holomorphe. Dès lors, on 
peut, avec Weierstrass, regarder par définition comme fonction 
holomorphe ou analytique en un point celle qui est développable 
en série de puissances dans le voisinage de ce point. 

Cela posé, on dit qu'une fonction u -hiv ou/( z) est analytique 
dans un domaine connexe (ô lorsqu'elle est, en général, holo- 
morphe dans (0, le mot en général voulant dire sauf peut-être en 
des points dont la suppression laisse d'un seul tenant l'ensemble 
des points où la fonction est holomorphe (''^). 

Ainsi, une fonction analytique dans un domaine connexe est 
celle qui est, en général, déterminée, continue et monogène 
dans le voisinage de tout point intérieur, ou bien encore celle qui, 

(') C'est M. Coursai qui a montré que, pour édifier la théorie des fonctions 
analytiques, il suffisait de supposer la continuité dt f{z) et Yexistence de f'{z)y 
sans parier de ia continuité de /'{z); voir n" 108. 

L/H'sque deux fonctions /( 5) et /, (z) sont holoinorphes dans (0, on voit qu'il 
en est de môme de leur somme et de leur produit, ainsi que de leur quotient 
pourvu que le dénominateur ne s'annule pas dans (0. 

(') A proprement parler, une fonction analytique en un pointent donc celle 
qui est analytique régulière en ce point. 
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dans le voisinage de ces points, est en général développable en 
série de puissances. Nous prouverons plus lard l'existence de ces 
fonctions. 
f Au lieu de définir ainsi a priori avec Cauchj'' la fonction analy- 
tique par ses propriétés, on peut mettre en évidence un de ses 
' modes de génération, et regarder avec Weierstrass comme analy- 
) tique toute fonction obtenue en prolongeant une série entière : 
un svstème monogène de séries de puissances constitue alors une 
fonction analytique. Ces deux définitions sont équivalentes, comme 
nous le verrons. 

31. Soit une fonction /(-s) holomorphe en un point rt, ou pour 
simplifier à l'origine, ce qui permet d'écrire 

/(^ ) = «0 -h a, -5 -h . . . -h a^ s« -h . . . ( I -5 I < ). 

Lorsque les n premiers coefficients du développement sont nuls, 
on dit que l^ origine est un zéro d* ordre n. On a alors 

o{z) désignant une série entière qui ne s'annule plus à l'origine. 

Un zéro d'une fonction est isolé lorsque la fonction n'a pas 
d'autre zéro dans son voisinage : les zéros d'une fonction holo- 
morphe sont isolés (n"* 77, 135 et 227). 

Quand une fonction, holomorphe en un point, ne s'annule pas 
en ce point, l'inverse de la fonction est holomorphe au même 
point (*). 

Weierstrass a^_appelé fonctions entières les fonctions holo- 
morphes en tout point à distance finie : on les divise en fonctions 
entières rationnelles {ovx polynômes) et fonctions entières trans- 
cendantes, 

32. A la fonction régulière dans un domaine on oppose celle 
qui a des singularités : un point singulier est un point où la 
fonction n'est pas régulière. Leur ensemble forme la frontière du 
domaine d'existence de cette fonction. 



( ' ) Ce théorème est évident si Ton adopte pr>ur la fonction holomorphe la 
défmition de Cauchy. Nous le démontrerons ( n^ *288) en parlant de celle de 
Weierstrass. 
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Les singularités des fonctions analytiques uniformes sont />o> 
laires ou essentielles. 

Un point a est un pôle lorsque, dans son voisinage, la fonction 
peut être mise sous la forme 

f{z) est supposé holomorphc dans le voisinage de a, 

La partie du développement qui renferme les puissances néga- 
tives de 5 — a est la partie princi/uale ou caractéristique relative 
au pôle a; elle a un nombre limité de termes, comme le dévelop- 
pement d'une fraction rationnelle (M. 
L'exposant n indique l'ordre du pôle. 

(M t)e cette définition résultent les propriétés suivantes (nous les groupons ici, 
mais nous n'en aurons besoin que plus tard ) : 

!• On peut trouver un entier positif n tel que le produit {z — ay/{z) soit 
égal à une fonction ^{z) kolomorphe dans le voisinage du pôle a. 

La réciproque est vraie. En effet, ^{z) étant holomorphe dans le voisinage 
de Uj on peut écrire 

+ (-2) = A„-t- A„_,(«-a)-i-...-hA,(z-^)"-'-h..., 
et dès lors 

•^ ^ ' (z—a)" z — a (z — a)" -^ " 

9(z) étant holomorphe dans le voisinage de a. 

2" Dans le voisinage d*un pôle, l'inverse de la fonction est une fonction 
holomorphe. En effet, de l'égalité 

{z-aYf(,z) = ^{z) [^{a)>o] 
on déduit 

(s-«)''T-rr:> 



f{z) ^ ' +(5) 

la fonction holomorphe ^{,z) n'étant pas nulle en a, bon inverse est holomorphe. 

La réciproque est vraie : une fonction non régulière en un point a, mais telle 
que son inverse soit holomorphe, admet le point a pour pôle. 

30 Un pôle est isolé; car, d'après la propriété précédente, les pôles d'une fonc- 
tion uniforme sont les zéros d'une fonction holomorphe. 

4*' Un point a, dans le voisinage duquel une fonction analytique uniforme 
a une infinité de zéros ou de pôles, n'est ni un point ordinaire ni un pôle. En 
effet, s'il y a une infinité de zéros dans le voisinage de a, et si a n'est pas point 
essentiel, a est un zéro non isolé, ce qui est impossible. S'il y a une infinité de 
pôles dans le voisinage de a, et si a n'est pas point essentiel, a est un pôle non 
isolé, ce qui est encore impossible 
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Les fonctions uniformes n'ayant à distance finie que des sin- 
gularités polaires sont ^ip^eXé^s fractionnaires ou méromorphes : 
telles sont les fonctions elliptiques. Souvent aussi on dit qu'une 
fonction est méromorphe dans un domaine lorsqu'elle n'y a 
d'autres singularités que des pôles. 

La dérivée logarithmique ¥{z) d'une fonction f[z) méro- 
morphe dans un domaine D est elle-même méromorpke dans 
ce domaine. En effet, tout point a de D est \iOUT f(z) soit un 
zéro, soit un pôle, soit un point qui n'est ni zéro, ni pôle. Dans 
ce dernier cas, a est aussi un point ordinaire pour F(^). Dans les 
deux autres cas, c'est un pôle. Car, suivant que a est racine ou 
pôle de y*(5), on peut écrire 



fiz) = (z--a)P'\^{z), /{z) = 



{z — aV 



'\{z) désignant une fonction liolomorphe au pointa et différente 
de zéro; p est un entier positif. On en déduit 

f'{z) ^ ±:p ^ ^'(z) 
f{z) z — a 'ifiz) 

Ainsi toute racine ou tout pôle d'ordre p pour f{z) est pôle 
simple pour F(c) : de plus, le résidu est -\- p ou — p suivant 
qu'il s'agit d'une racine ou d'un pôle de f{z). 

33. Nous verrons (n" 240) que le point singulier essentiel 
isolé (•) est caractérisé par la propriété suivante : dans son voisi- 
nage, on peut mettre la fonction sous la forme 

'f(z) est supposé holomorplie dans le voisinage de a. 
J Dans le cas du pôle, la partie fractionnaire avait un nombre 
limité de termes; ici, c'est une série. 



(^) En parlant de singularité isolée, on peut exclure de son voisinage toutes 
les singularités (c'est ce que Ton fait ici), ou seulement les singularités de même 
type ou de type plus compliqué. 

Pour le pôle, il n'y a pas lieu de faire cette distinction, puisqu'il correspond 
à la singularité la plus simple. 



FONCTIONS ANALYTIQUES DANS UN DOMAINE. I07 

34. En géométrie, on considère à l'infini dans le plan une in- 
finité de points distincts. Dans les recherches analytiques, on j 
regarde souvent l'ensemble des points à l'infini comme un point ^aj\Àu^ 
unique : le voisinage de ce point est l'ensemble des points dont 9. cv^^^•\ 
le module dépasse tout nombre donné. 

Pour étudier une fonction en ce point à l'infini, on le ramène à 
l'origine par le changement de variable ;; = ÎJ"*, et l'on s'occupe 
(lu point zéro de la fonction transformée. Il n'y a rien à changer 
aux définitions ci-dessus. Dès lors : 

i" La fonction f{z) est régulière à l^ infini si, dans le voisi- 
nage de î^ = o, on peut écrire 

Kn ce cas, l'infini est un zéro de la fonction y(w) lorsque «« ^st 
nul. L'exposant de la première puissance de Ç dont le coefficient 
n'est pas nul donne V ordre du zéro. 

2° Si la fonction n'est pas régulière à l'infini, l'infini est un 
point singulier. C'est un point singulier isolé si, dans son voisi- 
nage, il n'y a pas d'autre point singulier. Cette singularité isolée 
est polaire ou essentielle. 

C'est un pôle si, dans le voisinage de 2^ = o, on a 

- / I \ Al Ah ^ «. 

ce pôle est A^ ordre n (*), et la partie principale est le poly- 
nôme S.^Z -\-. . .-\- \n Z". 

( ') On voit ce qu'il faut entendre ici par zéro d'ordre n, pôle d'ordre n {n est 
un entier positif fini). On emploie le mol ordre dans d^autres acceptions, quand 
on se sert des locutions : ordre d'une fonction en un point, ordre total d'une 
fonction. 

i' En un point, Tordre d^une fonction est zéro, si le poinl n'est ni une racine, 
ni un pôle: il est égal à + n ou à — p, si le point est racine d*ordre n ou pôle 
d'ordre p. 

2" L'ordre total d'une fonction ou simplement Vordre est le nombre total des 
pôles, comptés avec leur degré de multiplicité, qu'elle admet dans une région. 
Par exemple, l'ordre d'une fonction algébrique est le nombre total de ses pôles 
dans tout le plan; Tordre d*une fonction elliptique est le nombre de ses pôles 
dans le parallélogramme des périodes. 
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C'est un point essentiel, sî la partie principale a un nomlire 
illimité de termes. 

35. Effectuer une substitution, c'est remplacer une ou plu- 
sieurs variables par une ou plusieurs fonctions de ces variables. 
On représente cette opération par les notations 

{z, ?(«)), {or,y,z\ ^{T,y,z), ^{x, y, z), j^ix^y, z)) 
ou simplement par 

Considérons un ensemble de substitutions, en nombre fini ou 
infini. Le produit de deux substitutions données dans un certain 
ordre est l'opération qui consiste à effectuer la première substi- 
tution et, dans le résultat obtenu, à effectuer la seconde (Tordre 
dans lequel on exécute ces deux opérations n'est pas indifférent). 
La définition de puissance positive d^ une substitution en découle. 
Les notations 



{9(^hH^)), (9{^(^))h (r(«)) 



indiquent, les premières le produit des substitutions f{z)j A(3), 
la dernière le produit de n substitutions consistant à remplacer z 
par cp (5) età répéter cette opération n fois. 

On appelle substitution identique celle qui n'altère pas la 
variable. 

La substitution inverse d'une substitution (©(-)) est l'opéra- 
tion qui consiste à remplacer z par une fonction de z' telle que 
l'on ait 3'= ©(^). On la représente par (5, o~*(g)). 

Une substitution suivie de son inverse, c'est-à-dire le produit 
des substitutions (5, 0(3)), ( c, f~*{z)) revient à la substitution 
identique (5, z). 

La substitution inverse ou puissance — i d'une substitution 
permet de définir \es puissances négatives d'une substitution. 

11 est souvent commode de représenter par des lettres S, T, L\ ... 
les substitutions d'un ensemble : les symboles ST, SÏU, S'", S"', 
S" (ou i) désigneront respectivement le produit des substitutions S 
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et T, des substitutions S, T, U, de ni substitutions égales à S, la 
substitution inverse de S, la substitution identique (*). 

Bornons-nous aux ensembles de substitution dont la définition 
entraine celle de l'inverse de toute substitution qui y figure, et 
qui contiennent Tinverse de toute substitution (et par suite la 
substitution identique). 

Un tel ensemble de substitution forme un groupe, lorsque 
le produit de deux substitutions quelconques de V ensemble 
appartient à l'ensemble. 

Lorsque, dans un groupe, on peut isoler un nombre fini ou 
infini de substitutions, telles qu'elles forment un nouveau groupe, 
ce groupe partiel constitue un sous-groupe. 

Cette notion de groupe peut être généralisée et appliquée à un 
ensemble d'opérations ou de transformations : dans les conditions 
précédentes, elles forment un groupe lorsque la succession, ou 
produit de deux opérations, est équivalente à une seule opération 
appartenant à l'ensemble ("•'). 



(') Les symboles ST, TS n'indiqaent pas, avons^nous dit, la même succession 
d'opérations; aussi l'on n'a pas toujours ST = TS. Au contraire, on peut écrire 

STU = S(TU). 

(^) Ainsi, en Géométrie plane, l'ensemble des déplacements d'une figure forme 
un groupe (continu), qui a pour sous-groupes l'ensemble des translations et l'en- 
semble des rotations autour d'un même point. L'ensemble des homothéties forme 
un groupe, puisque deux figures homothétiques d'une troisième sont komoLhé- 
tiques entre elles. L'ensemble des inversions ne forme pas de groupe; car le pro- 
duit de deux inversions n'est pas une inversion. 

Ainsi les intégrales d'une équation différentiel le linéaire subissent une substitu- 
tion linéaire quand la variable décrit dans le plan un contour fermé quelconque : 
Tensemble des substitutions relatives à tous les contours possibles forme un 
groupe (discontinu au moins dans une région du plan). 

D'une manière générale, soient a, b, Cy ... un système d'éléments de nature 
quelconque : on dit qu'ils forment un groupe, quand les conditions suivantes 
sont réalisées : 

I* Le produit de deux éléments quelconques a et 6 du système est un élé- 
ment c du système; 

a" Les éléments ab et ba peuvent être différents; mais les éléments {ab)c et 
a{bc) doivent être les mêmes; 
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Prenons comme exemple les substitutions linéaires, c'est-à-dire 
les substitutions ( 3, ^j- Elles forment un groupe, car le pro- 
duit de deux quelconques de ces substitutions est une substitution 
de même type (*); il en est de même de la substitution inverse de 
chaque substitution. Nous nous occuperons seulement des 
groupes dont les substitutions dérivent d'un nombre y//i/ de sub- 
stitutions. 

En particulier, l'ensemble des substitutions linéaires pour les- 
quelles a, 6, c, d sont réels forme un groupe (on suppose tou- 
jours, ce qui ne diminue pas la généralité, que le déterminant, 
ad — fec, de chaque substitution est égala i) : tout sous-groupe 
de ce groupe est appelé groupe fuchsien (^). 

Parmi les groupes fuchsiens, on distingue le groupe modulaire: 
c'est le groupe formé par toutes les substitutions linéaires, dans, 
lesquelles «, ^, c, d sont des entiers (de déterminant -h 1). Cet 
ensemble de substitutions renferme la substitution inverse de 
chaque substitution et le produit de deux substitutions quel- 
conques, et par suite forme bien un groupe (le déterminant reste 
égal à 1); il est fuchsien, puisque ses substitutions dérivent d'un 
nombre fini de substitutions (n" 40). 

Appliquons ces généralités à l'étude des fonctions. 



3» Les égaillés ab = ab' y ab = a' b doivent entraîner : la première, b — b' \ Va 
seconde, a = a' \ 

^" Quand, de trois éléments a, 6, c de rensemble, deux sont donnés arbi- 
trairement, on doit pouvoir déterminer le troisième de telle sorte que l'on 
ait ab = c. 

On remarquera que, pour les ensembles ayant un nomhvt fini d'éléments, cette 
quatrième propriété rentre dans les précédentes, et dès lors on peut se dispenser 
de la vérifier directement. 

Cette définition montre que tout groupe renferme la substitution identique 
{cf, VVebeb, Lehrbuch der Algebra, t. Il, p. 3). 

( * ) Nous supposerons toujours que le déterminant de la substitution, ad — bc, 
nVst pas nul, c'esl-à-dire que Phomograpliie n'est pas impropre. 

(^) Un groupe est discontinu dans une région lorsque, dans le groupe, il n'y 
a pas de substitution remplaçant un point M de cette région par un point diflférent 
de M et dont la distance à M soit inférieure à tout nombre donné. 

Un groupe fuchsien est discontinu dans toute région située au-dessus de Taie 
réel et n'ayant avec cet axe aucun point commun; il n'est pas discontinu sur cet 
axe. 



FONCTIONS ANALYTIQUES DANS UN DOMAINE. tll 

Considérons les fonctions uniformes f{z) qui ne changent pas 
lorsqu'on effectue sur leur argument z une substitution déter- 
minée o{z) et la substitution inverse de cette substitution. D'après 
les notations précédentes, on aura 

Si 0(2) est de la forme ^ -i- a, la fonction est dite périodique. 
Si ^{z\ est de la forme -^ — j> la fonction est dite aulomorphe 

ou à transformation linéaire. 

Plus généralement, on appelle fonctions automorplies les 
fonctions uniformes qui restent invariables pour les transforma- 
tions d'un groupe de substitutions linéaires du type ci-dessus : 
en particulier, les fonctions fuclisiennes sont les fonctions uni- 
formes qui restent invariables par les transformations d'un groupe 
fuchsien, et les fonctions modulaires celles qui, par les transfor- 
mations du groupe modulaire, ne prennent qu'un nombre limité 
de valeurs. 

Llne région fondamentale pour une fonction uniforme est un 
domaine dans lequel la fonction prend toutes les valeurs dont elle 
est susceptible, et prend chaque valeur une seule fois. 

En particulier, pour une fonction automorphe, la connaissance 
d'une région fondamentale permet d'en obtenir une infinité 
d'autres. Deux régions fondamentales ne peuvent avoir de point 
commun. 

36. Plusieurs des définitions et des résultats précédents s'éten- 
dent aux fonctions de plusieurs variables. Soit une fonction de 
p variables complexes (5<, ..., Zp)^ définie dans un domaine con- 
tinu (0 à '2p dimensions, formé par l'ensemble de p domaines 
ctmtinus (0|, ..., (D^t, chacun à deux dimensions. Au sens de Cau- 
chy, cette fonction est holomorph» ou analytique en un point 
(a«, ..., ap) intérieur à ce domaine lorsqu'elle est holomorphe, 
par rapport à la variable 5^, dans le domaine (0^, quel que soit /\ 
les autres variables -3«, ..., -r-n ^r+«, •••7 Zp restant fixes dans 
les domaines correspondants. 

On en conclut qu'une fonction holomorphe admet p dévelop- 
pements, procédant respectivement suivant les puissances de 
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(Zi — «i), .,., (zp — cip)^ et on lui assignera (a*"* 140, 180,297), 
comme propriété caractéristique, la possibilité d'une représen- 
tation par une série multiple 

à l'intérieur du domaine formé par l'ensemble de p cercles ayant 
pour centres les points cir et pour rayons des nombres positifs 
lîxes. Si l'une des quantités rir est infinie, on remplace \zr — «r| 

Weierslrass regarde par définition une fonction comme étant 
holomorphe ou analytique régulière en un point, lorsqu'elle admet 
un développement en série de ce dernier type. 

La notion de fonction analytique en un point étant admise, 
on passe à celle de fonction analytique dans un domaine, soit 
en regardant comme telle celle qui est en général holomorphe 
dans ce domaine, soit en prolongeant la série initiale considérée, 
comme nous l'expliquerons. 



FIN UU TOME I. 
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